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拍動に起因した脈波の周期的挙動の数理的解析

A Mathematical Analysis for Pulsatile Behaviors
of Blood Vessel

渡 辺 知 規1

Tomonori Watanabe

概要

人体中では血管の寸法は部位によって大きく変化し，血管径は，動脈では数十ミリであ

るのに対し，毛細血管では数ミクロンとなる．一方，このような血管を伝わる脈波は，心

臓の拍動に起因して，ほぼ一定の周期的振舞いを維持している．本研究では，拍動に起因

した脈波の周期的挙動が，血管のテーパーや血管壁の非線形弾性的性質など，力学的性

状の不均一性によっても維持されているという一種の恒常性が存在することを明らかに

した．

1 緒言

血管壁の一部において，形態や力学的性質などといった力学的性状の異変は，動脈硬化

や動脈瘤などの血管系疾患の要因ともなり，大変，深刻な問題となっている [1]．それゆ
え，これまでに血管壁の力学的性状に着目をして，血管壁の形態や力学的性質が異なる部

位が，血管を伝播する圧力脈波に及ぼす影響を明らかにするために，血管の一次元格子モ

デルを応用した研究がなされている [2, 3, 4, 5, 6, 7]．特に，血管壁における形態と力学的
性質の違いを，血管の不均一性として力学的に一般化をして取り扱った研究 [6, 7]では，
動脈硬化部や動脈瘤部などの病変部だけでなく，血管のテーパなど，血管壁の力学的性状

の変化を広く考察の対象として取り扱うことができるようになり，脈波が不均一部を通過

する際に生じる変化と，血管壁性状との関係などが明らかになっている．ただし，血管の

不均一性を考慮したこれまでの研究 [6, 7]においては，心臓の拍動に起因する脈波の周期
的挙動は考慮されておらず，ひとつの脈波の振舞いに対する考察のみが行われていた．

そこで，本研究では，これまでの研究 [2, 3, 4, 5, 6, 7]と同様に，一般に，様々な要因が
複雑に絡み合うとされる血管系に対し，基礎的なアプローチとして，種々の要因の中でも，

血管壁の形態と力学的性質のみに焦点を絞り，特に，不均一部を有する血管の一次元格子

モデル [6, 7]を用いることによって，心臓の拍動に起因する脈波の周期的挙動について数
理的観点から明らかにすることを目的とする．本論文では，まず，第 2章において，不均
一部を有する血管の一次元格子モデルと，モデルの数理的取扱いについて記す．つぎに，

第 3章では，第 2章にて記したモデルと数理的取扱いにもとづいて，血管に不均一性がな
い場合と，不均一性がある場合のそれぞれにおける，脈波の周期的挙動について，近年発

達してきた非線形系の理論 [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]を駆使して，数理的に考察を行う．
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2 血管の一次元モデルと数理的取扱い

2.1 坂西モデル

本節では，坂西ら [2] が提案した血管壁の材料非線形性を考慮した一次元格子モデル

（坂西モデル）の特徴を明らかにする．

坂西モデルとは，血管の軸方向の流体の流れに関する Navier-Stokes方程式，非圧縮性

流体の連続の式，および，血管壁の構成則などを用いることにより，血管の最低血圧 pd

との圧力差 ∆pの時間的挙動を，非線形方程式：

2ρ l2C γ0
d2

d τ̃2
log

(
1+
∆pn(τ̃)
p0 + pd

)
= ∆pn+1(τ̃) − 2∆pn(τ̃) + ∆pn−1(τ̃), (1)

によって記述するモデルである [2]．ただし，ここで時間を τ̃とし，軸方向の位置 xにつ

いては，離散間隔 lCにて空間離散化を行い，任意の整数 nを用いて，x = n lCとする．ま

た，ρは血液の密度であり，p0 と γ0 は，それぞれ，血管壁の材料特性によって与えられ

る圧力とひずみである．式 (1)について，変数の無次元化を行うために変数変換：

Vn(t) :=
∆pn(τ̃)
p0 + pd

, t :=

√
p0 + pd

2ρ l2C γ0
τ̃, (2)

を行うと，
d2

d t2
log {1+ Vn(t)} = Vn+1(t) − 2Vn(t) + Vn−1(t), (3)

という方程式を得ることができる．

坂西モデルの物理的特徴としては，血管壁の材料非線形性が考慮されていることが挙げ

られる．実際に，坂西らは種々の実験データを検討し，血管壁の材料非線形性の影響を考

慮するために，血管壁の応力 σとひずみ γの関係をあらわす構成則として，

σ − σd =
(
σ0 + σd

) {
exp

(
γ − γd

γ0

)
− 1

}
, (4)

を採用している．ただし，ここで σd と γd は，最低血圧 pd が作用しているときの血管壁

の応力とひずみであり，σ0 は血管壁の材料特性を表す定数である．この構成則 (4)が持

つ非線形性が，方程式 (3)の非線形性の要因となっている．坂西らは，この構成則の非線

形性に着目し，モデルと実験結果との比較を行い，脈波のもつ特性であるピーキングとス

ティープニング，ならびに，脈波の速度と圧力との関係について考察を行っている [2]．

2.2 不均一部を有する血管の一次元格子モデル

不均一部を有する血管の一次元格子モデルとは，坂西モデルを拡張し，血管壁性状の変

化を力学的観点から不均一部として一般化して取り扱ったモデルのことである [6, 7]．本

節では，このモデルと，モデルの方程式について端的に述べる．

時刻 t̃，血管の軸方向の位置 xのもとで，血管の最低血圧の作用などを考慮して基準を

適切に定めた場合での，血管壁における血管円周方向の応力 σとひずみ γの関係式を，血

管壁の材料非線形性の影響を考慮した血管の一次元格子モデルである坂西モデルを参考に

して，
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拍動に起因した脈波の周期的挙動の数理的解析 (渡辺)

σ(x, t̃ ) = σ0(x)

{
exp

(
γ(x, t̃ )
γ0(x)

)
− 1

}
, (5)

とする．ただし σ0と γ0は血管壁の力学的性質を特徴づけるパラメータとする．この式で

は，坂西モデルでの式 (4)と比較して，独立変数として xと t̃ が新たに含まれていること

が大きな特徴となっている．このような血管壁の応力-ひずみの関係式 (5)をもとにして，

血管の最低血圧に対する圧力差 pとひずみ γを関係づける式を，Rを血管の内側半径，h

を血管壁の厚さとして，

p(x, t̃) =
h(x)
R(x)
σ0(x)

{
exp

(
γ(x, t̃)
γ0(x)

)
− 1

}
, (6)

とする．ここで注意すべきは，これらの四つのパラメータ（σ0，γ0，R，および，h）を位

置 xの関数として与えているということである．すなわち，本研究では，四つのパラメー

タ値の変化の度合いによって，血管のテーパなどの力学的性状の不均一性を取り扱うもの

とする．また，これらの四つのパラメータは，均一部でのそれぞれの値を定数を用いて，

σ(0)
0 ，γ

(0)
0 ，R(0)

0 ，および，h(0)とすると，

a(x) :=
h(x)/h(0)

R(x)/R(0)
0

σ0(x)

σ(0)
0

, b(x) :=
γ(0)

0

γ0(x)
, (7)

とすることができ，最終的には本質的な二つの無次元パラメータ a(x)と b(x)にまとめる

ことができる．

つぎに，式 (6)と血管の軸方向の流体の流れに関する Navier-Stokes方程式などの支配

方程式を用い，離散幅と離散変数を lCと nとして空間離散化（x = n lC）を行い，規格化

のための変数変換：

fn(t) :=
pn(τ)(

h(0)σ(0)
0

) /
R(0)

0

, t :=


(
h(0)σ(0)

0

) /
R(0)

0

2ρ l2 γ(0)
0


1/2

t̃, (8)

などを行うと，血管の不均一性を考慮した一次元格子の方程式として，

d2

d t2
log

{
1+

fn(t)
an

}
= bn

{
fn+1(t) − 2 fn(t) + fn−1(t)

}
, (9)

を得ることができる [6]．この方程式において独立変数である t は時間，nは位置に対応

し，従属変数 f は，血管の最低血圧に対する圧力差を表す．従属変数 f の振舞いを特徴づ

ける本質的なパラメータは，上記 (7)にて定義をした aと bを離散化した anと bnとなる．

したがって血管の不均一性は，二つのパラメータ anと bnによって取りまとめられるとい

うことがわかる．なお，この点において，式 (9)は，式 (3)と比較をして，anと bnを定数

として取り扱う坂西モデルを拡張したモデルの方程式となっており，このことが，これま

での研究 [6, 7]において，血管の不均一性を取り扱うための重要なポイントとなっている．

本研究は，上述の通り，脈波の振舞いに影響を及ぼす様々な因子の中で血管壁の形態と

力学的性質に焦点を絞って考察を行うことをねらいとしている．それゆえ，本研究では，

ひとつの基礎的なアプローチとして，坂西モデル [2] を拡張して得た方程式 (9)にもとづ

いて，不均一性を有する血管での脈波の周期的挙動についての考察を行うものとする．
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2.3 不均一部を有する血管モデルの数理的取扱い

本節では，不均一部を有する血管の一次元格子モデルの方程式 (9)を数理的に解析しや

すくするための取扱いについて端的に記す [7]．

まず，方程式 (9)に対して，従属変数についての変換：

gn(t) :=
fn(t)
an
, (10)

を行い，gn(t)，an，および，bn からなる方程式を得た後に，その方程式について，連続

体近似と逓減摂動法を実行する [7, 8, 11, 12]．なお，紙面の制約上，詳細については文献

[7, 8, 11, 12]に譲るが，一般に，多くの場合において，素朴な摂動展開法は，破綻するこ

とが知られている [11]．それゆえ，ここでは系のもつ非線形性を適切に取り込みながら物

理的に意味のある解析を行うために，特異摂動法 [11]の一種である逓減摂動法 [12]を援

用していることが大きな特徴となっている．具体的には，不均一部の空間変化は非常にゆ

るやかであるとみなして，定数 δ (< 1)を用いて，連続体近似；

gn±1(t) = g(x, t) ± ∂g(x, t)
∂ x

lC +
1
2
∂2 g(x, t)
∂ x2

lC
2 ± · · · , (11)

an±1 = a(x) ± δ da(x)
d x

lC + δ
2 1

2
d2 a(x)

d x2
lC

2 ± · · · , (12)

を行い，方程式の従属変数について，gn(t)，an，および，bn の代わりに g(x, t)，a(x)，お

よび，b(x)を用いる準備をしたうえで，さらに，摂動パラメータ ε (< 1)を用いて，独立

変数の変換：(x, t)→ (ξ, τ)，

ξ := ε3/2
∫

d x
lC ṽ
, (13)

τ := ε1/2

(
t −

∫
d x
lC ṽ

)
, (14)

ṽ :=
√

a b, (15)

と摂動展開：

g(x, t) = ε g(1)(ξ, τ) + ε2 g(2)(ξ, τ) + · · · , (16)

を行い，g(1) についての方程式を得たのちに，変数変換：
(
ξ, g(1)

)
→

(
η,U

)
，

η :=
∫

dξ
ṽ2
, (17)

U(η, τ) := ṽ2 g(1), (18)

を行うと，空間発展を記述する方程式として，

∂U
∂ η
− 1

2
U
∂U
∂ τ
− 1

24
∂3 U
∂ τ3

+ µ(η) U = 0, (19)

µ(η) := − d
dη

ln
(
a1−δ b

)
, (20)

を得ることができる [13, 14]．
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3 結果と考察

3.1 血管に不均一性がない場合での脈波の挙動

不均一部を有する血管の一次元格子モデルの方程式 (9)は，非線形方程式であり，一般

に解析が非常に困難である．しかし，血管に不均一性がない場合，すなわち，血管の不均

一性を表すパラメータである an と bn が，二つの定数 aC と bC を用いて，an = aC，およ

び，bn = bC とおける場合，方程式 (9)は，厳密に解くことができる．実際に計算を行う

と，厳密解として，

fn(t) = aC sinh2 k sech2 (k n− ω t) , (21)

を得ることができる [8]．ただし，ここで厳密解 (21)において，kは波数であり，周波数

ωは分散関係式：

ω = ±
√

aC bC sinhk, (22)

によって定まるものとする．解 (21)は，ソリトンと呼ばれ，1/kの幅をもつ安定な孤立

波であることが知られている [8]．これまでの研究 [3, 4, 5, 6, 7]においては，方程式 (9)

が，解 (21)をもつという特徴を積極的に活用し，脈波のモデルとして解 (21)を応用して，

不均一部を通過する脈波の振舞いについて検討を行った．しかし，ここで脈波として，解

(21)のようなひとつの孤立波の振舞いを対象とするのではなく，心臓の拍動に起因する脈

波の周期的な振舞いを対象とする場合には，方程式 (9)をどのように扱えばよいのであろ

うか？

独立変数を z，母数を κとしたとき，Jacobiの楕円関数；sn(κ, z)と dn(κ, z)を，

z=:
∫ sn(κ,z)

0

1√(
1− x2

) (
1− κ2 x2

) d x, (23)

dn(κ, z) :=
√

1− κ2 sn2 (κ, z) , (24)

として定義し，第一種完全楕円積分を，

K (κ) :=
∫ π/2

0

dφ√
1− κ2 sin2 φ

, (25)

とし，第二種完全楕円積分を，

E (κ) :=
∫ π/2

0

√
1− κ2 sin2 φ dφ, (26)

とする．ここで，不均一部を有する血管の一次元格子モデルの方程式 (9)において，血管

に不均一性がない場合，すなわち，an = aC，および，bn = bCとした場合を考え，脈波の

周期的挙動を考慮した計算を行うと [8]，方程式 (9)から，周期的な性質をもつ厳密解と

して，

fn(t) = AC

[
dn2

{
2

(
ω t ± n

λ

)
K (κ)

}
− E (κ)

K (κ)

]
, (27)

を得ることができる．ただし，ここで λは波長であり，振幅 ACや周波数 ωは，

AC =
{2K (κ) ω}2

bC
, (28)
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{
2K (κ) ω

}2
= aC bC

[
1

sn2 {2K (κ) /λ} − 1+
E (κ)
K (κ)

]−1

, (29)

を満たすものとする．これらの式が方程式 (9)を満足することは，実際に代入をして確か

めることができる．

ここで，解 (27)の振舞いを明らかにするために，解 (21)との関係について考察をする．

まず，波数 kを一定とし，
2K (κ) /λ =: k, (30)

を満たすように，波長 λ と母数 κ の極限；λ → ∞，および，κ → 1 をとる．すると，

E/K → 0となり，解 (27)と式 (28)から，解 (21)を得ることができ，分散関係式 (29)か

らは，分散関係式 (22)を得ることができる．したがって，解 (27)は，波長 λと母数 κに

ついて極限をとった場合として解 (21)を含んでいることがわかる．

さらに，解 (27)において，

X := ω t ± n
λ
, κ′ :=

√
1− κ2, (31)

とおくと，

dn2
{
2K (κ) X

}
− E (κ)

K (κ)

=

(
π

2K (κ′)

)2 ∞∑
l=−∞

sech2
{
πK (κ)
K (κ′)

(X − l)

}
− π

2K (κ) K (κ′)
, (32)

と表すことができる [8, 9, 10]．したがって，解 (27)は，解 (21)のような sech2 の孤立波

が独立に等間隔：l で並んだ波からなっているということがわかる．

以上をまとめると，本研究のように，脈波の振舞いに影響を及ぼす様々な因子の中で血

管の力学的性状のみに焦点を絞り，さらに，血管には不均一性が無い場合であっても，実

際の脈波と酷似して，孤立波が独立に等間隔に並ぶ状態が存在し，波の周期的挙動が得ら

れるということがわかる．

ではつぎに，脈波が波形を崩し，解 (27)で表される波形からずれる場合には，脈波は

どのように振舞うのであろうか？ 一般に，波は，血管の不均一性に限らず，もともと系

が持っている非線形性や分散性によっても波形を変化させることが知られている [14]．事

実，本研究でのモデルにおいても，血管壁の材料非線形性のみによって，脈波は，時間の

経過とともに，振幅を大きくし，波形を進行方向に対し急峻にする [3, 4]．そこで，次節

では，系が持つ非線形性や分散性に加え，さらに，血管の不均一性を考慮することにより，

脈波の波形にもたらされる変化について考察を行う．

一般に，本研究が対象としているような脈波を取り扱う際には，脈波の波形が時間や位

置によって変化する場合であっても，波形は，Fourier級数展開ができ，正弦波の重ね合

せで書き表すことができる．また，実際に解 (27)についても，0 < κ < 1としたときの，

Fourier級数展開として，

dn2
{
2K (κ) X

}
− E (κ)

K (κ)
=

(
π

K (κ)

)2 ∞∑
l=1

l cos
(
2 l πX

)
sinh

{
l πK (κ′) /K (κ)

} , (33)

を得ることができ，正弦波の重ね合せで書き表すことができる．したがって，次節では正

弦波を基本波として，血管に不均一性が存在する場合に，基本波がどのように変化するの

かを明らかにする．
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拍動に起因した脈波の周期的挙動の数理的解析 (渡辺)

3.2 血管に不均一性がある場合での脈波の挙動

本節では，数理的取り扱いやすさの観点から，不均一部を有する血管の一次元格子モデ

ルの方程式 (9)から導出をした方程式 (19)を用いて考察を行う．また，3.2.2項でも述べ

るとおり，µは定数とみなせる場合を考えるものとする．具体的には，系がもつ非線形性

と分散性，および，血管の不均一性の三つの因子が脈波の振舞いにどのような影響を及ぼ

すのかを方程式 (19)を用いて明らかにする．そのために，まず，方程式 (19)について次

元解析を行い，各因子間での影響の大きさを明確にする．無次元化がなされている方程式

(19)の各変数について，三つの変数：(P,Q,M)を用いて，変数変換：(U, η, τ)→ (
Ū, η̄, τ̄

)
；

Ū =
M
Pµ

(Qµ
M

)1/3

U, η̄ =
µ

M
η, τ̄ =

(Qµ
M

)1/3

τ, (34)

を行うと，方程式 (19)は，

∂ Ū
∂ η̄
− 1

2
PŪ
∂ Ū
∂ τ̄
− 1

24
Q
∂3 Ū
∂ τ̄3

+ M Ū = 0, (35)

と書き直すことができる．この方程式から，三つの変数 P，Q，および，M は，非線形項，

分散項，および，不均一性に起因する項のそれぞれの寄与の大きさを表すことがわかる．

したがって，各因子の影響の大きさは，三つの変数：(P,Q,M)を用いて比較できることが

わかる．ただし，ここで注意すべきは，文献 [7] によると，不均一性に起因する項である

式 (19)もしくは式 (35)の左辺第四項は，脈波の振幅を増減させる働きがあり，それゆえ

に，脈波の振幅が有限の範囲で大きくなりすぎないようにするためには，言い換えると，

物理的に意味のある解析を行うためには，条件として，µや M が他の項の寄与と比べて

非常に小さくなくてはならないということである．以下では，この条件のもとでの考察を

行う．

3.2.1 基本波と第二高調波による解析

方程式 (19)の非線形項は，導出過程から，血管壁の材料非線形性に由来することがわか

る [7]．一方，方程式 (19)中にあるような非線形項は，一般に，高調波を発生させ波形を

変化させる働きがあることが知られている [14]．そこで，本節では，方程式 (19)におけ

る，基本波と第二高調波について考察を行う．

まず，従来の解析の処方 [14]に従い，方程式 (19)において，非線形項と不均一性に起

因する項，すなわち，左辺の第二項と第四項を無視した方程式での波数 kと周波数 ωの分

散関係式を波数について解くと，

k =
ω3

24
, (36)

を得ることができる．つぎに，本研究では，基本波と第二高調波について，波数と周波数

が，それぞれ，(k1, ω)，および，(k2, 2ω)として与えられる正弦波を考えるものとし，そ

れぞれの波数と周波数との間には，式 (36)から，

k1 :=
ω3

24
, k2 :=

ω3

3
, (37)

が成り立つものとする．また，便宜上，波数の差を，

∆ k := k2 − 2k1 =
ω3

4
, (38)
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として定義するものとする．さらに，基本波と第二高調波の振幅は，空間的にゆっくりと

変化するものとし，それぞれを，A，および，Bとして，方程式 (19)の U を，複素共役を

表す記号 ∗を用いて，

U (η, τ) =
1
2

A(η) exp{i (k1η − ωτ)} +
1
2

B(η) exp{i (k2η − 2ωτ)}

+
1
2

A∗(η) exp{−i (k1η − ωτ)} +
1
2

B∗(η) exp{−i (k2η − 2ωτ)} , (39)

として表すものとする．この式を，方程式 (19)に代入すると，exp(−i ωτ)と exp(−i 2ωτ)

の係数として，

dA
dη
= −1

4
i ωA∗ B exp(i ∆ kη) − µA, (40)

d B
dη
= −1

4
i ωA2 exp(−i ∆ kη) − µ B, (41)

を得ることができる．これらが，基本波と第二高調波の振幅の変化を決定する式となる．

さらに，振幅の変化を解析するために，ここで，Aと Bを， j = 1,2のもとで，実関数；

ρ j (> 0)と θ j を用いて，

A =: ρ1 exp(i θ1) , B =: ρ2 exp(i θ2) , (42)

として表すものとすると，式 (40)と式 (41)から，

dρ1

dη
= −1

4
ωρ1 ρ2 S − µ ρ1, (43)

ρ1
dθ1
dη
= −1

4
ωρ1 ρ2 C, (44)

dρ2

dη
=

1
4
ωρ2

1 S − µ ρ2, (45)

ρ2
dθ2
dη
= −1

4
ωρ2

1 C, (46)

を得ることができる．ただし，ここで，Sと Cは，

S := sinθ, C := cosθ, (47)

θ := 2θ1 − θ2 − ∆ kη, (48)

とした．また，θ について，式 (48)の両辺を η で微分をして，式 (44)と式 (46)を用い

ると，
dθ
dη
=

C
S

{
d

dη

(
ln ρ2

1ρ2

)
+ 3µ

}
− ∆ k, (49)

を得ることができる．

ここで，変数変換：(ρ1, ρ2, η)→ (u, v, ζ)，

u :=
ρ1

4
√

W
, v :=

ρ2

4
√

W
, (50)

ζ := ω
∫ η √

Wdη, (51)

W :=
(
ρ1

4

)2

+

(
ρ2

4

)2

, (52)
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を考える．この変換の特徴として，式 (50)と式 (52)から，

u2 + v2 = 1, (53)

が成り立ち，Wには，式 (52)と，式 (43)，および，式 (45)から，

dW
dη
= −2µW, (54)

という関係が成り立つことがわかる．このような特徴をもつ変換を，式 (43)，式 (45)，お

よび，式 (49)に行うと，方程式として，

du
dζ
= −u v S, (55)

dv
dζ
= u2 S, (56)

dθ
dζ
=

C
S

d
dζ

ln u2 v− ∆S, (57)

を得ることができる．ただし，

∆S :=
∆ k

ω
√

W
, (58)

とした．以上のことから，式 (55)～(57)を解析することにより，基本波と第二高調波の振

幅の変化が明らかになることがわかる．つぎに，式 (55)～(57)を取り扱いやすくするため

に，さらに，ここで，

Γ := u2 v C, (59)

とおくと，式 (57)は，
1
Γ

dΓ
dζ
= ∆S tanθ, (60)

となり，この式に，式 (56)と式 (59)を用いて θを消去すると，

dΓ
dζ
=

1
2
∆S

dv2

dζ
, (61)

を得ることができる．一方，式 (56)と式 (59)に，式 (53)を用いて uを消去すると，

dv2

dζ
= ±2

{
v2

(
1− v2

)2
− Γ2

}1/2

, (62)

を得ることができる．したがって，以上の解析の結果，基本波と第二高調波の振幅の変化

を明らかにするためには，最終的には，式 (61)と式 (62)を連立させて解けばよいことが

明らかになった．

3.2.2 µを定数とみなせる場合の脈波の振舞い

式 (20)にて与えられるパラメータ µは，脈波に，血管がもつ不均一性の影響を与える

因子となっている [7]．本項では，このパラメータ µ を定数とみなせる場合，すなわち，

物理的には，式 (20)が成り立っていることに注意して，この式から，不均一性を表すパラ

メータ aと b，言い換えると，血管壁の応力-ひずみ曲線における，ひずみが零であると

きの曲線の傾き a bと，曲線の非線形性の大きさ bが，空間 ηに対して一次近似として µ

（≪ 1）程度で緩やかに変化している場合を考えるものとする．このような場合は，血管に
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おいて，不連続などの特異な不均一性を除いて近似的に広く成り立ち，物理的にも妥当で

あると考えられる．このような場合において，前項にて導いた式 (61)と式 (62)から得ら

れる脈波の振舞いについての考察を行う．

まず，新たな変数として，

R1 := ρ1 exp(µ η) , R2 := ρ2 exp(µ η) , (63)

w :=
(R1

4

)2

+

(R2

4

)2

, (64)

を導入すると，u，v，および，Wは，

u =
R1

4
√

w
, v =

R2

4
√

w
, (65)

W = w exp(−2µ η) , (66)

となり，式 (66)と式 (54)から，
dw
dη
= 0, (67)

が得られるので，wは，η によらない定数となることがわかる．また，式 (51)と式 (66)

から，

ζ = ω
√

w
∫ η

0
exp(−µ η) dη =

ω
√

w
µ

{
1− exp(−µ η)

}
, (68)

であり，

exp(−µ η) =
(
1− µ

ω
√

w
ζ

)
, (69)

となるので，∆Sは，式 (58)と式 (66)から，

∆S =
∆ k

ω
√

w

(
1− µ

ω
√

w
ζ

)−1

, (70)

となる．さらに，式 (66)と式 (20)を用いると，

exp(−µ η) ∝
√

W ∝ a1−δ b, (71)

という関係が成り立つことがわかる．

以上の性質を用いて，以下では，条件として，式 (70)において，∣∣∣∣∣∣ µ ζω √w

∣∣∣∣∣∣ ≪ 1, (72)

とし，∆ Ŝを，

∆ Ŝ :=
∆ k

ω
√

w
, (73)

と定義したときに，式 (70)から，∆Sを，近似的に，

∆S ≈ ∆ Ŝ, (74)

とおくことができる場合を考える．ここで，この条件の物理的意味を明らかにするため

に，まず，ωと wの定義を考慮して，式 (34)を用いた次元解析を行うと，

ω ∝
(Qµ

M

)1/3

, w ∝
{

M
Pµ

(Qµ
M

)1/3}−2

, (75)
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という関係を得ることができる．つぎに，これらを用いると，

µ

ω
√

w
∝ M

P
, (76)

となることがわかる．一方，この節のはじめにも述べたように，本研究では，(M/P) ≪ 1

となる場合を考えていることを考慮すると，条件式 (72)は，脈波の振幅が伝播中に消滅し

たり発散したりしないような空間領域を対象としているということを表しており，物理的

にも妥当であると考えられる．また，∆ Ŝは，

∆ Ŝ ∝ Q
P
, (77)

となるので，脈波の振舞いに影響を及ぼす三つの因子：(P,Q,M) の中で，非線形性（P）

に対する分散性（Q）の寄与を表しているということがわかる．以上のような条件のもと

では，式 (61)は，
d

dζ

(
Γ − ∆ Ŝ

2
v2

)
= 0, (78)

となり，Γ についての関係式：

Γ − ∆ Ŝ
2

v2 = Γ0 −
∆ Ŝ
2

v2 (0) , (79)

を得ることができる．ただし，ここで，定数 Γ0 は，式 (59)において，ζ = 0のときの Γ

の値とする．この関係式中の Γ を式 (62)に代入すると，式 (62)は，

dv2

dζ
= ±2

{(
v2 − v2

a

) (
v2 − v2

b

) (
v2 − v2

c

)}1/2
, (80)

となる．ただし，v2
a，v2

b，および，v2
c は，方程式：

v2
(
1− v2

)2
−

[
Γ0 +

∆ Ŝ
2

{
v2 − v2 (0)

}]2

= 0, (81)

の三つの解とし，v2
a ≤ v2

b ≤ v2
c を満たすとする．

式 (80)は，厳密に解くことができる．実際に解を求めると，

v2 = v2
a +

(
v2

b − v2
a

)
sn2

{
κ,

(
v2

c − v2
a

)1/2(
ζ − ζ0

)}
, (82)

を得ることができる．ただし，ここで，

κ :=

(
v2

b − v2
a

v2
c − v2

a

)1/2

, (83)

であり，ζ0は積分定数とする，解 (82)は，周期：

lζ =
2K (κ)(

v2
c − v2

a

)1/2
, (84)

の周期関数となる．

解 (82)の振舞いを明らかにするために，初期条件として，η = 0のときには，まだ，第

二高調波は発生していないとして，ρ2 = 0とおくと，Γ0 = 0，および，v(0) = 0となるの

で，これらの値を式 (81)に用いて，式 (81)を v2について解くと，

v2
a = 0, v2

b = v−2
c , v2

c =

∆ Ŝ
4
+

{(
∆ Ŝ
4

)2

+1

}1/2 2

, (85)
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を得ることができる．この結果を用いると，解 (82)から，v2の振幅は，式 (85)の v2
bとな

り，∆ Ŝの値に応じて，式 (53)を満たしながら，波は基本波と第二高調波との振幅を増減

させることがわかる．また，その時の周期 (84)は，∆ Ŝ , 0の場合，式 (25)を用いると，

lζ =
2
vc

∫ π/2

0

dφ√
1− (vb/vc)

2 sin2 φ

, (86)

となり，周期 lζ をあらわに得ることができる．実際に，∆ Ŝに対する周期 lζ の様子を図 1

に示す．この図から，いずれの ∆ Ŝにおいても周期は存在し，∆ Ŝの大きさの違い，すな

わち，式 (77)を考慮すると，非線形性（P）と分散性（Q）の寄与の大きさの違いによっ

て，周期に変化がもたらされることがわかる．

ここで，非線形性が極端に強い場合として，∆ Ŝ→ 0の場合を考えると，v2
b = 1，v2

c = 1，

及び，κ = 1となり，

u = sech(ζ − ζ0) , v = tanh(ζ − ζ0) , lζ → ∞, (87)

となる．この場合，ρ1 ∼ u，および，ρ2 ∼ vとみなせるので，波の成分は，全て，基本波

から第二高調波に移り，波が崩れることがわかる．

一方，分散性が非線形性より強い場合（∆ Ŝ≫ 1）では，式 (86)の積分計算は，近似的

に簡単化でき，

lζ =
2π

∆ Ŝ
, (88)

として得ることができる．この計算の妥当性は，図 1において，∆ Ŝ ≳ 10にて，lζ ∝ ∆ Ŝ
−1

がおおよそ成り立っていることからも確認することができる．ここで，µが充分に小さい

場合には，式 (69)は，

η =
1

ω
√

w
ζ, (89)

となるので，変数 ηでの周期を lη として，最終的に，

lη =
1

ω
√

w
lζ =

8π
ω3
, (90)

を得ることができる．

以上をまとめると，まず，血管壁の力学的性質として，脈波に影響を及ぼす力学的因子

である，血管壁の応力-ひずみ曲線における，ひずみが零であるときの曲線の傾き a bと，

曲線の非線形性の大きさ bに着目をすると [4]，本研究では，a bは，式 (63)や式 (71)な

どから，脈波の振幅に変化をもたらし，bは，非線形性として，高調波の発生にかかわる

働きをもつことがわかる．つぎに，解 (82)と周期 (84)に着目すると，解 (82)が周期関数

であることから，概して，波の成分は，式 (63)にて決定する不均一性に起因する散逸を除

き，一度，基本波から第二高調波に移り，波形は崩れるものの，再度，波の成分は，第二

高調波から基本波に戻り，元の波形を再現しようとする過程を繰り返すことがわかる．さ

らに，その繰り返す周期は，式 (90)の場合には，波の振幅に依存せず，一定値をとり，血

管のスケールや血管壁の力学的性質の影響をうけないということがわかる．ただし，ここ

で注意すべきは，本研究の結果をもとに，実際の脈波の挙動について定量的評価を行おう

とする場合には，本論文での解析では，たとえば，基本波と第二高調波との相互作用しか

取り扱っていないということなどから，不十分であり，今後，さらに様々な観点から検討

を加えていかなくてはならないということである．しかしながら，本研究の趣旨に立ち返

り，定性的観点からすると，以上の結果から，本研究のように，脈波の振舞いに影響を及
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⊿Ŝ

図 1 Recurrence behavior derived from equation (86).

ぼす様々な因子の中で血管の力学的性状のみに焦点を絞った場合，血管には，系のもつ非

線形性や分散性，血管の不均一性などによって脈波の波形を崩しながらも，波形を元に戻

そうとする回帰性が存在し，回帰の周期には，血管のスケールや血管壁の力学的性質は影

響しないという特徴があることがわかる．このことは，動脈から毛細血管まで，幅広いス

ケールにわたる実際の血管において，脈波の周期的挙動を維持しようとする，一種の恒常

性として解釈することができるものと考えられる．

4 結言

本研究では，不均一部を有する血管の一次元格子モデルを用いて，脈波の周期的挙動に

ついて，数理的な検討を行った．以下に得られた主な結果を示す．

(1) 脈波の振舞いに影響を及ぼす様々な因子の中で血管の力学的性状のみに焦点を絞り，

さらに，血管には不均一性が無い場合であっても，孤立波が独立に等間隔に並ぶ状態

が存在し，波の周期的挙動が得られる．

(2) 脈波に影響を及ぼす力学的因子である，血管壁の応力-ひずみ曲線における，ひずみ

が零であるときの曲線の傾きと，曲線の非線形性の大きさについて，前者は，脈波の

振幅に変化をもたらし，後者は，高調波の発生にかかわる働きをもつ．

(3) 血管の不均一性にかかわらず，一般に，材料非線形性や分散性によって脈波の波形は

崩れようとするが，本研究での，血管の力学的性状のみに焦点を絞った場合において

は，元の波形を再現しようとする回帰性が存在する．

(4) 脈波の回帰性の周期は，分散性が非線形性より充分に強い場合，波の振幅に依存せ

ず，一定値をとり，血管のスケールや血管壁の力学的性質の影響をうけない．

一般に，血管系の解析において，特に，臨床的応用を視野に入れた場合では，高い信頼

性が要求される．しかし，実際の血管系は種々の非線形性を有しているため，高い信頼性

をもつ解析を行うことは，容易では無いものとなっている．本研究では，血管系がもつ
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種々の非線形性の中でも，血管壁の材料非線形性に焦点を絞り，数理的解析手法を駆使す

ることにより，現象を数式によって精確に捉え，現象を引き起こす要因や働き，現象発生

のメカニズムなどを明確にして堅実な議論を行うことをねらいとしている．結果として，

本研究では，坂西モデルという非常にシンプルなモデルを基盤としているにもかかわら

ず，材料非線形性を考慮することで，実際の脈波がもつ基本的特性のひとつである，周期

的挙動とその挙動を維持しようとする働きが得られることが明らかになった．この様な結

果は，本文中でも述べたとおり，今後，血管の分岐など，種々の要因を考慮した研究結果

や実験結果など [15, 16, 17]とつき合わせてさらなる詳細を検討していく必要がある反面，

実験や数値計算だけでは直接的に得ることは難しく，決して自明なものではないと考え

られる．したがって，本研究の結果は，脈波の伝播において，血管壁が果たす役割や影響

を明確にするだけでなく，非線形で複雑な実際の血管系に対し，計算力学的な解析のアプ

ローチをしていく上で，計算の効率化や誤差評価，ならびに，計算結果の妥当性の確認な

ど，実験や観測データとの比較検討だけでは得ることが難しい数値解析上の重要な指針を

与えることができ，それゆえ，将来的に，信頼性のある有効な血管系の解析法や診断法の

確立に向け有用な基礎的知見を与えることができるものと考えられる．
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