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概要

本論文では，2011 年に社本らによって提案された，相対速度の効果を考慮した交通流

追従モデルについて，一様流が安定となる条件を求め，さらに，分岐解析ソフトウェアで

ある AUTOを用いた大域的な分岐構造の解析を行ったので，その結果を報告する．大域

的な分岐図を描くことにより，各 Hopf分岐点から生まれる安定な渋滞流が複数存在する

ことがわかり，多重安定となる密度領域の存在が示された．

1 はじめに

交通流の研究は，モータリゼーションや道路環境の整備とともに発展し，実態を把握する交

通調査の手法から，交通流を解析する理論，さらには，実際の道路計画・設計に至るまで，交通

工学という名前の下で体系化されている [1, 2]．一方で，交通流を自己駆動粒子（自発的に運

動することのできる粒子）の集団運動と考え，そのダイナミクスを新しい研究対象とし，数理

科学分野の手法を駆使して解明する研究も盛んに進められている [3, 4, 5]. 特に，コンピュー

ターの発展と洗練された数理モデルを用いた研究によって，交通流という現象の理解は益々深

まっている．

実際の交通流には，ある普遍的な特徴が存在することが知られている [4]．実際，高速道路

での交通流観測データ（図 1）を見ると，車両密度が小さい領域では，密度が増えるにつれて

交通流量も増加するが，密度がある臨界値（臨界密度）より大きくなると，今度は密度が増加

するにつれて交通流量は減少する．このような個々の差異によらない普遍的特徴は渋滞流に備

わる数理的な特徴である．道路の形状，運転者の個性や車両性能といった違いがあることを鑑

みれば，これは意外なことである．従ってその理解には数理科学的アプローチが有効であり，

実際，数理モデルを用いた研究により，交通流に見られる特徴的な現象である自然渋滞の形成
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メカニズムの解明が進められてきた．

自然渋滞とは，主に高速道路で観測される渋滞のことを指し，車両密度がある臨界密度を超

えたときに自然発生的に生じる渋滞のことである．自然渋滞の形成プロセスは，一様に走行し

ている自由走行相（一様流）から渋滞相への（動的な）相転移として考えられ，一様流の不安

定性という観点で議論される．つまり，臨界密度を越えると，一様流がある揺らぎに対して不

安定化し，別の安定状態である渋滞流へと遷移した結果として，自然渋滞が形成されるという

わけである [6, 7]．特に，渋滞流は臨界密度付近で一様流と双安定となることが知られている．

一様流の不安定化は線形安定性解析によって示され，これをもって交通流の変化を説明する

ことが多い．パラメータの変化による線形安定性の変化には，ほとんどの場合，解の分岐を伴

うため，不安定化とともに渋滞流に対応する別の安定状態が発生することが期待される．しか

し，線形安定性解析はあくまで一様流の安定性を議論するものであり，分岐した解の性質はそ

れだけではわからない．また，局所的な分岐理論の適用だけでは渋滞流の出現を保証できない

ため，その理解には分岐解の大域的な構造を解明する必要がある．さらに，数理モデルの持つ

パラメータの変化によって大域的な解構造がどのように変化するかを解明することは，交通流

を改善するためにどのような運転をすればよいのかという問いに対する答えを与える可能性も

ある．このように，大域的な分岐解析は，数理モデルの理論解析に必要であり，さらに，実践

的な観点からも大変重要である．

常微分方程式で記述される数理モデルに対して，大域的な分岐構造を調べる研究はこれまで

にもなされている [8, 9, 10, 11]. Gasserらは文献 [8]において，坂東らによって提案された最

適速度モデル [6]に着目して，その大域的な分岐構造を明らかにしている．最適速度モデルは，

ある時刻 tにおける j 台目の車の位置 xj(t)に関する二階の常微分方程式

ẍj(t) = a {V (hj(t))− ẋj(t)} (1)

で記述されるモデルである．hj(t) = xj+1(t) − xj(t)は j 台目の車とその前方の車 (j + 1台

目)との車間距離を表し，その車間距離によって定められる関数 V (hj(t))は最適速度関数と呼

ばれ，理想的な走行速度を与える関数として導入される．車は車間距離が小さいときは速度が

ほぼゼロであり，車間距離が大きいときは法定速度で走行するため，最適速度関数は単調増加

図 1 実際の高速道路（中央道）での基本図データ．各プロットは５分ごとの平均データ．

縦軸が交通流量で横軸が車両密度である．(提供：NEXCO中日本)
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関数で定義される．たとえば，坂東らの文献 [6]によると，V (h) = tanh(h− 2) + tanh(2)の

関数形が用いられている．Gasser らは一様流の不安定化が Hopf 分岐によって引き起こされ

ることを数学的に証明した．さらに，周期解の安定性についても数値的に解明しており，最適

速度モデルがもつ分岐構造の全体像を明らかにしている．この結果から，ある条件の下では，

Hopf分岐の振る舞いが局所的に超臨界的であるが，巨視的に見ると亜臨界的な構造を示すこ

とがわかる．つまり，最適速度モデルは，交通流データに見られる双安定構造を示すと言え

る．このことから，交通流モデルの理解には，局所分岐解析だけでは不十分であり，大域的な

分岐構造の研究が重要であることがわかる．

さらに，Oroszら [9, 10, 11]は，最適速度モデルにドライバーの認知に関する時間遅れの効

果を組み込んだ新しい数理モデル

ẍj(t) = a {V (hj(t− τ))− ẋj(t)} (2)

を提案し，Gasserらと同様，Hopf分岐によって一様流が不安定化すること，及び，解の大域

的な振る舞いを数値的に明らかにしている．数理モデル (2)で新しく組み込まれたパラメータ

τ は，ドライバーの認知に関する時間遅れの効果で，オリジナルの最適速度モデルで考慮され

ている速度調整に係る緩和時間 T = 1/aとは異なる効果である．

これらの分岐解析から得られた知見は，交通流の性質を解明するために極めて重要な結果で

あるが，これらの数理モデルには，実際の交通において重要な相対速度の効果が考慮されてい

ない．そこで，本論文では，2011年に社本らによって提案された相対速度を考慮した数理モ

デル (STNNモデル) [12]に着目し，その大域的な分岐構造を明らかにしたので報告する．本

論文の構成は以下の通りである．2 章では STNN モデルについて紹介し，線形安定性の条件

を与える．分岐解析ソフトウェア AUTO [13] に適した変数変換を施した数理モデルに対する

分岐解析の結果を 3章で示し，4章では結論を述べる．

2 相対速度の効果を導入した数理モデル（STNNモデル）

2.1 STNNモデル

2011年に社本らによって，新しい交通流モデル (STNNモデル)が提案された [12]．STNN

モデルの利点は，実験的にパラメータを推定できることであり，実際，社本らは各パラメータ

の値を，実験データに基づいて推定している [12]．STNNモデルは，相対速度の効果が考慮さ

れており，次のような常微分方程式で記述される．

v̇j = a− b
vj

(hj − d)2
exp

(
−cḣj

)
− γvj . (3)

ここで，a, b, c, d, γ は非負値パラメータである．パラメータ aは最大加速度を表す．つまり，

aは止まっている状態から動き出すときの車両の初期加速度を与える．パラメータ dは車両が

完全に止まったときの停止車間距離を意味する．その他のパラメータ b, c, γ は，それぞれ前方

車両との相互作用の強さ，相対速度効果の重み，走行速度に対する抵抗の強さを表す．
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STNNモデル (3)を一般化すると次のように表示できる．

ẍj = a− ẋjW (hj , ḣj). (4)

(3)の場合，W は

W (hj , ḣj) =
b

(hj − d)2
exp

(
−cḣj

)
+ γ (5)

である．

2.2 一様流の線形安定性

社本らは STNNモデル (3)において，一様流が不安定化しうることを長波長近似の条件の

もとで示した [12]．彼らはさらに，一様流に微小擾乱を与えた初期値を持つ (3)に対する数値

シミュレーションによって渋滞流を観察した．ここでは N 台の車両が長さ Lの円環上を走行

している状況を考え，一様流の安定性をより一般的に調べる．

(4)における一様流 (xj , vj) = (x∗j , v
∗
j )は次のような解である．

x∗j (t) = vt+ (j − 1)
L

N
, v∗j (t) = v, (j = 1, 2, . . . , N). (6)

ここで，
L

N
> d (7)

であり，

v =
a

W (L/N, 0)
(8)

である．さらに，

w0 =W (L/N, 0), w1 =Wh(L/N, 0), w2 =Wv(L/N, 0)

とおく．ここで，Wh とWv はそれぞれW の一番目と二番目の独立変数に関する偏微分を表

す．εを微小パラメータとし，(xj , vj) = (x∗j + εϕj , v
∗
j + εψj) として，一様流の周りで線形化

することで，εのオーダーで次の系を得る．{
ϕ̇j = ψj ,

ψ̇j = −w0ψj − vw1(ϕj+1 − ϕj)− vw2(ψj+1 − ψj)．
(9)

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN に対する離散 Fourier 変換によって，一様流の線形安定性は N 個の 2 次正方

行列 (
0 1

vw1(1− ωn) vw2(1− ωn)− w0

)
(10)

の固有値問題に帰着する．ただし n = 0, 1, . . . , N − 1に対して ωn = e2πin/N である．結局固

有値は

λ±n =
1

2
(−p±

√
p2 − 4q), p = w0 − vw2(1− ωn)， q = −vw1(1− ωn)
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であり，ωN−n = ωn に注意すると λ±N−n = λ±n がわかる．

特に (3)に対しては，
w0 > 0, w1 < 0, w2 < 0

が成り立つ．Reλ+n ≥ 0となる必要十分条件は

− (w0 − 2vw2)
2

v(w1 + w2(w0 − 2vw2))
≤ 1 + cos

2nπ

N
(11)

であることがわかる．左辺は常に正である．(11)を満たす nが存在する場合, nモードを持つ

周期解が分岐するのである.

3 AUTOを用いた分岐解析

文献 [12]の数値計算結果は，一様流とは別の一つの解を捉えているが，パラメータが変化し

たときの大域的な分岐構造の変化までは明らかにされていない．そこで，本論文では，分岐解

析ソフトウェアである AUTO [13]を利用して，数値的に STNNモデルの大域的な分岐構造を

明らかにする．

ここでは，円環上を複数台の車両が走行している状況を考える．この状況において周期的

な構造を持つ場合，並進対称性によって同一視できる解が存在するが，AUTOは解の 1パラ

メータ族（曲線）を追跡するので，この特徴は AUTOを使う際に不向きである．そこで，モ

デルの表示を書き換えることから始める．

以下，N 台の車両が長さ L の円環上を走行している状況を考える．車両位置 xN+1 は

図 2 新しく導入した変数 yj の定義 [14]．
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xN+1 = x1 + Lと考える．すると，

hN = x1 + L− xN , (12)

N∑
j=1

hj = L (13)

が成り立つ．つまり，全ての車の車間距離の総和は円環の道路長そのものになる．並進対称性

を避けるために，N 台目の車の位置を x = 0と固定し，新しい変数 y = (y1, . . . , yN )を導入

することにより，各車の位置を N 台目に対する相対的な位置で表現する．ここで，y は

y = (y1, . . . , yN ) = (h1, . . . , hN−1, x1) (14)

を満たす (図 2)．この線形変換は正則になっていて，実際，j − 1 ≥ 1において和をとると

x1 = yN , xj = yN +

j−1∑
k=1

yk, (j = 2, . . . , N) (15)

という逆変換によって，各 xj が与えられる．この表記を用いて，変数 y でモデル方程式 (3)

を書き直すと，N 台の場合は次の方程式系で記述される．

ÿ1 = −(ẏN + ẏ1)W (y2, ẏ2) + ẏNW (y1, ẏ1),

ÿj = −(ẏN +

j∑
k=1

ẏk)W (yj+1, ẏj+1) + (ẏN +

j−1∑
k=1

ẏk)W (yj , ẏj),

ÿN−1 = −

(
N∑

k=1

ẏk

)
W (L−

N−1∑
k=1

yk,−
N−1∑
k=1

ẏk) + (ẏN +
N−2∑
k=1

ẏk)W (yN−1, ẏN−1),

ÿN = a− ẏNW (y1, ẏ1).

(16)

ただし，j = 2, 3, . . . , N − 2である．系 (16)は yN 以外の変数で閉じており，yN は ẏN を積

分すれば得られる．(3) の一様流は (16) の孤立した平衡点に対応する．(16) のモデル表示を

AUTOに実装することにより，分岐構造の解析を行う．以降，(16)の形に書き換えられた表

示を STNN モデルと呼ぶこととする．

まず最初は，道路長 L のみを分岐パラメータとする相対速度の効果が無い c = 0 の場

合の分岐構造について述べる．次に，L に加えて c も分岐パラメータとして，L と c の 2

パラメータ分岐図を描くことにより，相対速度の効果が有効な c ̸= 0 の場合についての分

岐構造の変化について述べる [14]．さらに，一様流が不安定化する Hopf 分岐点だけでな

く，他の Hopf 分岐点から生まれる解を考慮することにより，STNN モデルが持つ詳細な分

岐構造について述べる．他のモデルパラメータについては，文献 [12] で推定されている値

a = 0.73, b = 3.25, d = 5.25, γ = 0.0517で固定した．さらに，車の台数を N = 30とした．

3.1 相対速度の効果が無い場合 (c = 0)

まずはじめに，相対速度の効果が無い c = 0の場合の大域的な分岐構造について解析する．

この場合 (11)の判定条件から，車が 30台の場合は，一様流は高々 12個のモードが Hopf分
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岐しうることがわかる．STNNモデルに対して，Lを分岐パラメータとした分岐図が図 3で

ある．縦軸は一台目の車の相対速度である．図 3左は分岐図の全体像であり，図 3右は Hopf

分岐点 L = 1333.43 付近の拡大図である．実線と破線はそれぞれ安定な解と不安定な解を意

味している．この結果から，分岐パラメータ L が小さくなるにつれ（密度が大きくなるにつ

れ），超臨界的に Hopf分岐が生じることがわかる．つまり，相対速度が一定 (dh1

dt = 0)であ

る一様流解にそって，L を小さくしていくと（密度を大きくすると），最初の安定な平衡点

(L = 1333.43) が現れ，その点において一様流解の安定性が安定から不安定へと切り替わり，

安定な周期解の枝が新しく生まれる．その後，この周期解の枝において，二つのサドルノード

分岐 (L = 1333.41と L = 2619.25)が生じる．パラメータ領域 1333.43 < L < 2619.25にお

いては，一様流解と周期解の双方が安定であるため，STNNモデルで記述される交通流のダイ

ナミクスは双安定性を示すといえる．ただし，ここで示した分岐図は一台目の相対速度だけで

描いた分岐図であるため，厳密には，全ての車両に対して同様に分岐図のプロファイルを見る

必要があることに注意しておく．この大域的な分岐構造は最適速度モデルの構造 [8]と定性的

に一致していることがわかる．
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図 3 (左) STNN モデルに対する大域的な分岐図 [14]．(右) 分岐点 (L = 1333.43) 近

傍での拡大図 [14]．図中の各略字はそれぞれ次の意味である．安定な平衡解（Stable

Equilibrium：SE），不安定な平衡解（Unstable Equilibrium：UE），安定な周期解（Stable

Cycle：SC），不安定な周期解（Unstable Cycle：UC）.

3.2 相対速度の効果がある場合 (c ̸= 0)

次に，相対速度の効果がある場合 c ̸= 0の分岐構造を考える. Lだけでなく，cも分岐パラ

メータとして導入し，Hopf分岐点とサドルノード分岐点を (L, c)の 2パラメータ平面上で描

くことにより，L, cが変わった場合に分岐構造がどのように変化するかを明らかにする．具体

的には，c = 0の場合の二つの Hopf分岐点 ((L, c) = (205.612, 0), (1333.41, 0)) と二つのサド

ルノード分岐点をスタートとして，L, cを変えたときの特徴点の変化を追跡する．

図 4に 2パラメータ分岐図の全体像とカスプ部分の拡大図を示す．Hopf分岐点は，(L, c) =

(395.55, 1.955)において折れ曲がっているため，c > 1.995においては，Hopf分岐が生じない．
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cが大きいパラメータ領域で Hopf分岐が生じない理由を，モデル式に即して解釈すると，相対

速度の効果が強くなることは，各車が前方の車との速度差に敏感に反応して速度を揃えるよう

に加減速を行うことを意味し，擾乱に対して一様流が安定となる．つまり，相対速度の効果を

導入した場合，パラメータ領域 c > 1.955 においては，一様流は全ての密度領域において安定

となることが示された．一方で，サドルノード分岐点については，(L, c) = (1019.23, 0.6664)

でカスプが生じている．これは，c > 0.6664においては，図 3で見られたような双安定構造が

観測されないことを意味している．つまり，一様流が不安定であり渋滞流が安定となる密度領

域は生じるが，その両者が共存する密度領域は存在しないということである．これらの結果か

ら，三つのパラメータ区間 0 < c < 0.6664, 0.6664 < c < 1.955, 1.955 < cにおいて，定性的

に異なる分岐構造を持つことがわかった．
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図 4 (左) Hopf分岐点（HB）とサドルノード分岐点（SN）の (L, c)平面上での振る舞い

[14]．(右) カスプ付近での拡大図 [14]．

3.3 Hopf分岐点から生じる安定な解と多重安定性

ここまでは，特定の二つの Hopf分岐点に注目して議論していたが，他の Hopf分岐点がパ

ラメータ領域 205.612 < L < 1333.41に存在する可能性も考えられ，それらの分岐点から生ま

れる枝にも安定な解が存在する可能性がある．もしそのような安定な解が他の分岐点からも生

まれれば，STNN モデルは，双安定な構造にとどまらず，[15, 16]で報告されているような多

重安定な構造が存在しうる可能性がある．そこで，c = 0の場合に各 Hopf分岐点を追跡した

分岐図が図 5である．図 5を見ると，安定な解を意味する実線がある密度において複数存在す

ることがわかり，多重安定の構造を持つことがわかる．例えば，L = 1200を見ると，同一密

度において，五種類の渋滞流が安定に存在することがわかる．実際，L = 1200のときの内部

の分岐点から生まれる安定な渋滞解に対応するシミュレーションのスナップショットを図 6に

示す．この図から，それぞれ各モードが渋滞パターンとして観察されることが確認できる．さ

らに，(L, c)の 2パラメータでの Hopf分岐点の変化を描いた図が図 7であり，cの値が大き

くなるにつれて一様流が安定となる密度領域が増え，Hopf分岐点の数が減っていることがわ

かった．
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図 5 各 Hopf分岐点を追跡した分岐図．

4 おわりに

本論文では，分岐解析ソフトウェアであるAUTOを用いて，相対速度の効果が組み込まれた

交通流モデルである STNNモデルの臨界密度から分岐する周期解の大域的な分岐構造につい

て，明らかにした．相対速度の効果を考慮しない c = 0のときは，一様流は Hopf分岐によっ

て不安定化し，その Hopf分岐は局所的には超臨界的であるが，大域的には亜臨界的であるこ

とがわかった．これは，相対速度の効果を持たない最適速度モデルと同じ特徴で，先行研究の

結果と定性的に等しいと言える．さらに，相対速度の効果を考慮した c ̸= 0の場合に，二つの

分岐パラメータ (L, c)のもとで，二つの Hopf分岐点と二つのサドルノード分岐点を追跡した．

その結果，c > 1.955においては Hopf分岐点が消失し，一様流が全ての密度領域において常に

安定となることがわかった．また，サドルノード分岐については，(L, c) = (1019.23, 0.6664)

でカスプが生じ，c > 0.6664においては，一様流解が不安定化する Hopf分岐点から生まれる

枝に対して，安定な一様流解と安定な周期解が共存する双安定構造は観測されないことがわ

かった．一方で，他の Hopf分岐点までを考慮すると，安定な解が他の Hopf分岐点からも生

まれることがわかり，その結果として，一様流に加えて複数の渋滞流が安定となる多重安定構

造を示す密度領域の存在が明らかとなった．今後は，この分岐構造の変化と実際の実験から得

られるパラメータを比較検討することにより，渋滞を緩和するための現実的なパラメータを明

らかにしていく予定である．
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(a) 2モード (b) 3モード

(c) 4モード (d) 5モード

図 6 それぞれの Hopf分岐点から分岐した安定な解に対応するシミュレーションのスナッ

プショット (c = 0)．
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