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ネガティブフィードバックモデルの解の構造を保存した離散化お
よび超離散化について

Discretization and Ultradiscretization of negative feedback
model preserving the structure of the solutions

松 家 敬 介1

Keisuke Matsuya

概要
本論文ではネガティブフィードバック機構を数理モデル化した常微分方程式系に対し

て, 平衡解の安定性を保存した離散化を行い, さらに超離散化して得られた差分方程式の
解構造について調べた. その結果, 超離散化で得られた差分方程式に対して差分刻みに対
応するパラメータを無限大にする極限を施すと元の常微分方程式系の解構造と同じものと
なることがわかった.

1 はじめに
本論文では以下の常微分方程式系:

dx

dt
= y − x

dy

dt
=

1

1 + xm
− y

b

(1)

について議論する. ただし, x = x(t), y = y(t) (t ≥ 0), m, b > 0とする. (1)は生化学など現
れる 2種類の物質のうちの一方の物質が他方の物質の生成を抑制するネガティブフィードバッ
ク機構をモデル化したものとして知られている [1]. (1)には漸近安定な平衡解 (x, y) ≡ (α, α)

がある. ただし, αは aの方程式:

am+1 + a− b = 0 (2)

の正の解とする.

注意 m, b > 0より, (2)の正の解はただ一つしかないことに注意する.

著者は微分方程式の解の構造を保存した離散化および超離散化の構成に興味がある. 先行研
究 [2] において (1) の離散化および超離散化について議論がなされており, そこで述べられて
いることを紹介する. (1)の離散化として [2]で議論されている差分方程式は以下のようなもの
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である. 
xn+1 − xn

δ
= yn − xn+1

yn+1 − yn
δ

=
1

1 + (xn)
m −

yn+1

b

ただし, δ > 0, xn = x(δn), yn = y(δn) (n ∈ Z≥0)とする. それぞれの方程式を整理するこ
とで, 

xn+1 =
xn + δyn
1 + δ

yn+1 =
yn + δ

1+(xn)
m

1 + δ
b

(3)

が得られる. (3)に対して, 変数変換 xn = exp Xn

ε , yn = exp Yn

ε , δ = exp D
ε , b = exp B

ε を
施し, 極限 ε→ +0をとることで,{

Xn+1 = max [Xn, D + Yn]−max[0, D]

Yn+1 = max [Yn, D −max [0,mXn]]−max[0, D −B]

が得られ, さらに極限 D → +∞をとることで,{
Xn+1 = Yn

Yn+1 = B −max [0,mXn]
(4)

が得られる. (3)および (4)はパラメータ b, δ, m, B によって解の挙動に変化が生じ, 特に振
動解が得られる. 元の微分方程式系 (1)とは異なる解の構造を (3)および (4)が有しているこ
とを示している. また, (3)には (1)の平衡解と同じ形の平衡解 (xn, yn) ≡ (α, α)があるが, 離
散化によって生じたパラメータ δ の値によってその安定性が変化してしまうこともわかる.

筆者は非負値解をもつ微分方程式に対して, 減法が入らないような離散化であって元の方程
式の平衡解の安定性も保存したもの [3]を提案している. [3]で提案した手法を用いて, 単独の
常微分方程式の解の構造を保存した離散化および超離散化についても先行研究 [4]で議論した.

[3]では連立の常微分方程式系に対しても平衡解の安定性を保存した離散化の手法についても
議論しており, 本論文ではその具体例として (1)の解の構造を保存した離散化および超離散化
について考察する.

2 (1)の平衡解の安定性を保存した離散化
本節では [3]で提案した手法を用いて, (1)の離散化を行い, 得られた差分方程式系の平衡解

の安定性について議論する. (1)を
dx

dt
= y − x

dy

dt
=

1

1 + xm
+
m

b
y − m+ 1

b
y
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と変形しておき, 離散化することで以下の差分方程式を得られる.
xn+1 − xn

δ
= yn+1 − xn+1

yn+1 − yn
δ

=
1

1 + (xn)
m +

m

b
yn −

m+ 1

b
yn+1

それぞれの方程式を変形することで,
xn+1 =

xn + δyn
1 + δ

yn+1 =
yn + δ

{
1

1+(xn)
m + m

b yn

}
1 + δ(m+1)

b

(5)

が得られる. (5)には (1)と同じ形の漸近安定な平衡解 (xn, yn) ≡ (α, α)がある. 漸近安定に
なることは以下のようにして確認できる.

xn = α+ ξn, yn = α+ ηn (|ξn| , |ηn| << 1)

として, (5)を平衡解 (xn, yn) ≡ (α, α)のまわりで線形化すると次の方程式が得られる.
ξn+1 =

1

1 + δ
ξn +

δ

1 + δ
ηn+1 = Ã11ξn + Ã12ηn+1

ηn+1 = −
δmαm−1

(1+αm)2

1 + δ(m+1)
b

ξn +
1 + δm

b

1 + δ(m+1)
b

ηn = Ã21ξn + Ã22ηn

これらの線形の方程式は,(
ξn+1

ηn+1

)
=

(
Ã11 + Ã12Ã21 Ã12Ã22

Ã21 Ã22

)(
ξn
ηn

)
= A

(
ξn
ηn

)
と変形でき, 平衡解 (xn, yn) ≡ (α, α)が漸近安定となる条件は, 2次正方行列 Aの全ての固有
値の絶対値が 1より小さいことであり, これは以下の不等式と同値である.

1 + trA+ detA > 0 (6)

1− trA+ detA > 0 (7)

detA < 1 (8)

(7)は (1)の平衡解が漸近安定になる条件と一致しており, (8)は (1)の平衡解が漸近安定にな
る条件と類似したものとなっている [4]. したがって, (7)の不等式は既に満足されており, 残り
の (6)および (8)は,

1 + trA+ detA =
4 + 2δ

(
1 + 2m+1

b

)
+ δ2

(
m+1
b + mα

b2

)
(1 + δ)

{
1 + δ(m+1)

b

} > 0

1− detA =
δ
(
1 + 1

b

)
+ δ2(m+1)

b

(1 + δ)
{
1 + δ(m+1)

b

} > 0

より, 確かに成立していることが確認できる.
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3 (5)の超離散化
本節では (5)を超離散化し, 得られた差分方程式の解の構造について議論する.

(5) に対して, 変数変換 xn = exp Xn

ε , yn = exp Yn

ε , δ = exp D
ε , b = exp B

ε を施し, 極限
ε→ +0をとることで,{

Xn+1 = max [Xn, D + Yn+1]−max[0, D]

Yn+1 = max [Yn, D +max [−max [0,mXn] , Yn −B]]−max[0, D −B]
(9)

が得られる. (1)および (3)の場合と同様に (9)に対しても平衡解を求めることができる. 実際
に (9)の X および Y の添え字を取り払った連立方程式を解くことで平衡解が相平面図におい
てどのように位置しているかがわかる. (9)に含まれるパラメータ B, D の値によって平衡解
が変化するので以下の場合分けを行う.

1. B ≤ D ≤ 0

2. D ≤ 0かつ D < B

3. 0 < D ≤ B
4. 0 ≤ B < D

5. B < 0 < D

それぞれの場合について平衡解を明示し, 解の構造をまとめると以下のようになる.

1. B ≤ D ≤ 0

(9)の平衡解を (Xn, Yn) ≡ (X∗, Y∗)とすると, B ≤ D ≤ 0より, 以下が成り立つ.{
X∗ = max [X∗, D + Y∗]

Y∗ = max [Y∗, D +max [−max [0,mX∗] , Y∗ −B]]− (D −B)

さらに, B ≤ D より,

max [Y∗, D +max [−max [0,mX∗] , Y∗ −B]]− (D −B)

= max [Y∗ −D +B,B −max [0,mX∗] , Y∗]

= max [B −max [0,mX∗] , Y∗]

となることから, (X∗, Y∗)は (X,Y )平面の{
X ≥ D +X

Y ≥ B −max[0,mX]

を満たす図 1の領域上の点となる.

(9)に対して, この領域外の点を初期条件として与えると 1ステップでこの領域の境界
に移ることがわかる.
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X

Y

B

DD +B

O

図 1 B ≤ D ≤ 0における (9)の平衡点

2. D ≤ 0かつ D < B

この場合, (X∗, Y∗)は以下を満たす.{
X∗ = max [X∗, D + Y∗]

Y∗ = max [Y∗, D +max [−max [0,mX∗] , Y∗ −B]]

さらに, D < B より,

max [Y∗, D +max [−max [0,mX∗] , Y∗ −B]]

= max [Y∗, D −max [0,mX∗] , Y∗ +D −B]

= max [Y∗, D −max [0,mX∗]]

となることから, (X∗, Y∗)は (X,Y )平面の{
X ≥ D +X

Y ≥ D −max[0,mX]

を満たす図 2の領域上の点となる. (9)に対して, この領域外の点を初期条件として与え
ると 1ステップでこの領域の境界に移ることがわかる.

X

Y

D

D2D

O

図 2 D ≤ 0かつ D < B における (9)の平衡点

– 100 –



ネガティブフィードバックモデルの解の構造を保存した離散化および超離散化について (松家)

3. 0 < D ≤ B
この場合, D と B の大小関係は 2.と同じであるから, (X∗, Y∗)は以下を満たす.{

X∗ = max [X∗, D + Y∗]−D = max [X∗ −D,Y∗]
Y∗ = max [Y∗, D −max [0,mX∗]]

D > 0より, (X∗, Y∗)は (X,Y )平面の{
X = Y

Y ≥ D −max[0,mX]

を満たす図 3の半直線上の点となる. (9)に対して, この半直線上にない点を初期条件と
して与えると有限ステップでこの半直線上に移ることがわかる.

X

Y

D
m+1

D
m+1

O

図 3 0 < D ≤ B における (9)の平衡点

4. 0 ≤ B < D

この場合, D と B の大小関係は 1.と同じであるから, (X∗, Y∗)は以下を満たす.{
X∗ = max [X∗, D + Y∗]−D = max [X∗ −D,Y∗]
Y∗ = max [Y∗, B −max [0,mX∗]]

D > 0より, (X∗, Y∗)は (X,Y )平面の{
X = Y

Y ≥ B −max[0,mX]

を満たす図 4の半直線上の点となる. (9)に対して, この半直線上にない点を初期条件と
して与えると有限ステップでこの半直線上に移ることがわかる.
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X

Y

B
m+1

B
m+1

O

図 4 0 ≤ B < D における (9)の平衡点

5. B < 0 < D

この場合, D と B の大小関係は 4.と同じであるから, (X∗, Y∗)は (X,Y )平面の{
X = Y

Y ≥ B −max[0,mX]

を満たす図 5の半直線上の点となる. (9)に対して, この半直線上にない点を初期条件と
して与えると有限ステップでこの半直線上に移ることがわかる.

X

Y

B

B

O

図 5 B < 0 < D における (9)の平衡点

以上から, (9)の解の挙動は元の微分方程式 (1)と同様に任意の初期条件に対して平衡解に収束
するという結果が得られた. ただし, 1.および 2.の場合は, D < 0および δ = eD/ε であるこ
とと超離散化による極限 ε→ +0から, 元の (3)に対して δ → 0の極限を施した差分方程式系:{

xn+1 = xn

yn+1 = yn

と近い解の挙動を示していると考えられる. 一方, 3., 4.および 5.の場合が元の微分方程式の
解の挙動を示したものとなっていると考えられる.
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4 最後に
本論文ではネガティブフィードバックモデル (1)に対して, [3]で提案した手法を用いてその

解構造を保存した離散化を行い, さらに超離散化して得られた差分方程式 (9)の解構造につい
て調べた. その結果, 超離散化で得られた差分方程式 (9)に対して元の常微分方程式系 (1)の解
構造と同じものとなることがわかった. この結果は, [4]でも予想していたように, 微分方程式
の解構造を保存した超離散化を行うためには, 離散化を行う際に元の微分方程式の解構造を保
存していることが重要となることを示唆していると著者は考えている. また, 著者はこれまで
の研究で今回の離散化の手法も用いて反応拡散系の離散化および超離散化を行っている [5]. こ
の超離散化で得られた差分方程式系において離散化による差分刻みに対応するパラメータを無
限大にする極限を施していた. この操作を行うことでも超離散化で得られる方程式の解構造が
元の微分方程式の解構造に近づいているようであると著者は予想しており, 今回得られた結果
はこの予想を肯定するものとなると考えられ, 今後新たな進展があれば次の論文にまとめたい.
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