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Duhamelの原理の離散類似

Discrete analouge of Duhamel’s principle

松 家 敬 介1

Keisuke Matsuya

概要

Duhamelの原理は斉次線形偏微分方程式の解から対応する非斉次線形偏微分方程式の

解を得る手法として知られている. 本稿では, 非斉次線形熱方程式から差分法で得られる

差分方程式に対する Duhamel の原理の離散類似を述べ, さらに, 非斉次線形波動方程式

から差分法で得られる差分方程式に対する Duhamelの原理の離散類似も与える.

1 はじめに

Duhamelの原理は斉次線形偏微分方程式の解から対応する非斉次線形偏微分方程式の解を

得る手法として知られている. また, 線形偏微分方程式に限らず, 半線形偏微分方程式などに対

しても, その解が満たす積分方程式を与える手法としても扱われ, この積分方程式が方程式の

解の挙動を解析するために用いられている.

また, 微分方程式を計算機で計算するには, 微分方程式を何らかの形で離散化する必要があ

る. 離散化の代表的な手法として差分法が挙げられる. 差分法とは, 極限操作によって元の微分

方程式が得られるような差分方程式を微分方程式から構成する手法である. 差分法で得られた

差分方程式は元の微分方程式と類似した性質をもつことが期待される. この様な背景から, 非

斉次線形偏微分方程式を差分法で離散化して得られた差分方程式は Duhamelの原理の離散類

似を満たすことが期待される. 実際に, [1]では半線形熱方程式に対して Duhamelの原理の離

散類似が用いられており, 偏微分方程式の場合 [2]と同様に方程式の解の解析に活用されてい

る. そこで本稿では, 非斉次線形熱方程式から差分法で得られる差分方程式に対する Duhamel

の原理の離散類似を述べる. これは, [1] で用いられているものと類するものである. さらに,

非斉次線形波動方程式から差分法で得られる差分方程式に対する Duhamelの原理の離散類似

も与える.

本稿の構成は以下の通りである. 第 2 節で非斉次の線形熱方程式および線形波動方程式の

Duhamel の原理について紹介し, 第 3 節でそれぞれの方程式の差分法によって離散化した差

分方程式とその Duhamelの原理の離散類似を与える. 第 4節では, Duhamelの原理の離散類

似が成立することを証明し, 第 5節で本稿の結論と今後の課題を述べる.
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2 線形の熱方程式および波動方程式の Duhamelの原理

本節では非斉次線形熱方程式の初期値問題:
∂h

∂t
(t, x) = ∆h(t, x) + f(t, x) (t > 0, x ∈ Rd)

h(0, x) = a(x) (x ∈ Rd)
(1)

および非斉次線形波動方程式の初期値問題:
∂2w

∂t2
(t, x) = ∆w(t, x) + g(t, x) (t > 0, x ∈ Rd)

w(0, x) = a(x) (x ∈ Rd)

∂w

∂t
(0, x) = b(x) (x ∈ Rd)

(2)

の Duhamelの原理を述べる. ただし, d ∈ Z>0 とし, ∆は d次元ラプラシアンとする.

まず, (1)に対する Duhamelの原理 [3]は以下に挙げられるものである.

定理 1 H(t, x)を 
∂H

∂t
(t, x) = ∆H(t, x) (t > 0, x ∈ Rd)

H(0, x) = δ(x) (x ∈ Rd)

の解とする. ただし, δ(x)は Diracのデルタ関数とする. このとき,

h(t, x) =

∫
Rd

H(t, x− y)a(y)dy +

∫ t

0

∫
Rd

H(t− s, x− y)f(s, y) dyds

は (1)の解となる.

さらに, (2)に対する Duhamelの原理 [4]は以下に挙げられるものである.

定理 2 W (t, x)を 
∂2W

∂t2
(t, x) = ∆W (t, x) (t > 0, x ∈ Rd)

W (0, x) = 0 (x ∈ Rd)

∂W

∂t
(0, x) = δ(x) (x ∈ Rd)

の解とする. ただし, δ(x)は Diracのデルタ関数とする. このとき,

w(t, x) =

∫
Rd

∂W

∂t
(t, x− y)a(y)dy +

∫
Rd

W (t, x− y)b(y)dy

+

∫ t

0

∫
Rd

H(t− s, x− y)f(s, y) dyds

は (2)の解となる.
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非斉次方程式の解が, それぞれ, 対応する斉次方程式に初期条件としてデルタ関数を与えた場

合の解を用いた畳み込み積分で表されていることが分かる. 後述するが, Duhamelの原理の離

散類似にもこの性質と類似したものがある.

3 Duhamelの原理の離散類似

本節では前節で挙げた Duhamelの原理の離散類似を述べる. はじめに, (1)および (2)を離

散化した差分方程式を挙げる.hs+1
n =

1

2d

d∑
k=1

(
hs
n+ek

+ hs
n−ek

)
+ fs

n

(
s ∈ Z≥0, n ∈ Zd

)
h0
n = an

(
n ∈ Zd

) (3)


ws+1

n + ws−1
n =

1

d

d∑
k=1

(
ws

n+ek
+ ws

n−ek

)
+ gsn

(
s ∈ Z≥0, n ∈ Zd

)
w0

n = an
(
n ∈ Zd

)
w1

n = bn
(
n ∈ Zd

) (4)

ただし, δ > 0とし, ek ∈ Zdは第 k成分が 1で他は 0のベクトルとする. (1)を離散化した差分

方程式が (3)であり, (2)を離散化した差分方程式が (4)である. 実際に, (3)の場合, ξ =
√
2dδ

とし, t = δs, x = ξn, h(δs, ξn) = hs
n, f(δs, ξn) = fs

n/δ, a(ξn) = an として, δ → +0の極

限をとれば (1) が得られる. 一方, (4) の場合, ξ =
√
dδ とし, t = δs, x = ξn, w(δs, ξn) =

ws
n, g(δs, ξn) = gsn/δ, a(ξn) = an, b(ξn) = (bn − an)/δ として, δ → +0 の極限をとれば

(2)が得られる. ただし, fs
n, gsn, bn − an = O(δ) (δ → 0)としている.

それでは, (3)および (4)に対する Duhamelの原理の離散類似を述べる. これらが本稿の主

定理である.

定理 3 Hs
n を Hs+1

n =
1

2d

d∑
k=1

(
Hs

n+ek
+Hs

n−ek

) (
s ∈ Z≥0, n ∈ Zd

)
H0

n = δ0,n
(
n ∈ Zd

)
の解とする. ただし, δ0,n は Kroneckerのデルタ:

δ0,n =

{
1 (n = 0)

0 (n ̸= 0)

とする. このとき,

hs
n =

∑
m∈Zd

Hs
n−mam +

s−1∑
r=0

∑
m∈Zd

Hs−1−r
n−m fr

m

は (3)の解となる. ただし, r に関する和の項は s = 0の場合は 0とする.
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定理 4 W s
n を

W s+1
n +W s−1

n =
1

d

d∑
k=1

(
W s

n+ek
+W s

n−ek

) (
s ∈ Z≥0, n ∈ Zd

)
W 0

n = 0
(
n ∈ Zd

)
W 1

n = δ0,n
(
n ∈ Zd

)
の解とする. このとき,

ws
n =

∑
m∈Zd

W s
n−mbm −

∑
m∈Zd

W s−1
n−mam +

s−1∑
r=1

∑
m∈Zd

W s−r
n−mgrm

は (4)の解となる. ただし, r に関する和の項は s = 0および s = 1の場合は 0とする.

非斉次方程式の解が, それぞれ, 微分方程式の場合と同じように, 対応する斉次方程式の解を

用いて表されていることが分かる. 微分方程式との違いは, デルタ関数が Kroneckerのデルタ

に変わっている点と畳み込み積分が畳み込み和分に変わっている点である. 離散類似の場合,

超関数の扱いがなくなっている点が大きな違いといえる. 次節でこれらの定理を証明する.

4 主定理の証明

• 定理 3の証明

初期条件および差分方程式が満たされていることを確認する. 初期条件は

h0
n =

∑
m∈Zd

H0
n−mam = an

から満足されていることが分かる. さらに, 差分方程式を満たしていることは, s ∈ Z≥0

の場合,

1

2d

d∑
k=1

(
hs
n+ek

+ hs
n−ek

)
+ fs

n =
1

2d

d∑
k=1

∑
m∈Zd

(
Hs

n+ek−m +Hs
n−ek−m

)
am

+

s−1∑
r=0

∑
m∈Zd

(
Hs−1−r

n+ek−m +Hs−1−r
n−ek−m

)
fr
m

+ fs
n

=
∑
m∈Zd

Hs+1
n−mam +

s−1∑
r=0

∑
m∈Zd

Hs−r
n−mfr

m

+
∑
m∈Zd

H0
n−mfs

m

=
∑
m∈Zd

Hs+1
n−mam +

s∑
r=0

∑
m∈Zd

Hs−r
n−mfr

m = hs+1
n

から分かり, 証明が完了する.
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• 定理 4の証明

初期条件は

w0
n =

∑
m∈Zd

W 0
n−mbm −

∑
m∈Zd

W−1
n−mam = an

w1
n =

∑
m∈Zd

W 1
n−mbm −

∑
m∈Zd

W 0
n−mam = bn

から満たされていることが分かる. ただし, W s
n の定義からW−1

n = −δ0,n となること

に注意する. さらに, 差分方程式を満たしていることは, s ∈ Z≥1 の場合,

1

d

d∑
k=1

(
ws

n+ek
+ ws

n−ek

)
+ gsn

=
1

d

d∑
k=1

∑
m∈Zd

(
W s

n+ek−m +W s
n−ek−m

)
bm −

(
W s−1

n+ek−m +W s−1
n−ek−m

)
am

+
s−1∑
r=1

∑
m∈Zd

(
W s−r

n+ek−m +W s−r
n−ek−m

)
grm

+ gsn

=
∑
m∈Zd

(
W s+1

n−m +W s−1
n−m

)
bm −

∑
m∈Zd

(
W s

n−m +W s−2
n−m

)
am

+

s−1∑
r=0

∑
m∈Zd

(
W s+1−r

n−m +W s−1−r
n−m

)
grm +

∑
m∈Zd

W 1
n−mgsm

=
∑
m∈Zd

W s+1
n−mbm −

∑
m∈Zd

W s
n−mam +

s∑
r=1

∑
m∈Zd

W s+1−r
n−m grm

+
∑
m∈Zd

W s−1
n−mbm −

∑
m∈Zd

W s−2
n−mam +

s−2∑
r=1

∑
m∈Zd

W s−1−r
n−m grm

= ws+1
n + ws−1

n

から分かり, 証明が完了する.

5 最後に

本稿では非斉次の線形熱方程式および線形波動方程式から差分法で得られた差分方程式が満

たす Duhamelの原理の離散類似を与えた. Duhamelの原理は非斉次線形偏微分方程式のみな

らず半線形な偏微分方程式の解の解析にも有用である. これは非線形項を非斉次項と見なすこ

とで, Duhamel の原理から方程式が満たす積分方程式を得ることができるからである. 実際

に, 爆発解をもつような半線形方程式に対して Duhamelの原理から得られた積分方程式から

方程式の解の評価を行っている例もある [2, 5]. 著者は, 爆発解をもつ偏微分方程式の解の構造

を保った離散化に興味をもっており, 特に半線形の波動方程式に対して爆発解が存在する条件
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に関する定理の離散類似を得ることに強い興味をもっている. [1]で Duhamelの離散類似が半

線形熱方程式を差分法によって離散化して得られた差分方程式の解の解析に対して, 微分方程

式の場合 [2]と同じ様に役立っており, 今回与えた非斉次の線形波動方程式から差分法で得ら

れた差分方程式が満たす Duhamelの原理の離散類似も [5]にあるような半線形の波動方程式

に対して爆発解が存在する条件に関する定理の離散類似を得るために有効な手掛かりとなるこ

とを著者は期待している. 今後, この様な離散類似が得られた場合は, 次の論文としてまとめた

いと考えている.
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