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パターン形成 FEMシミュレーションにおける数値解の誤差評価

Evaluation of numerical error of numerical results in pattern
formation simulation by FEM

高 石 武 史1

Takeshi Takaishi

1 数値シミュレーションと計算メッシュ

繊細なパターン形成を捉えようとする数値シミュレーションにおいて，計算メッシュの異方

性はそのパターンを歪め，計算データから誤った解釈を引き出す可能性がある．多くのパター

ン形成問題では，パターンを形成する変数の値が急激に変化する領域 (内部遷移層) が存在し，

この領域を境界としてパターンとして認識されている．そのため，数値シミュレーションにお

いては，この領域において計算メッシュのサイズを十分小さく設定することが精度の高い数値

解を得るために必要である．しかし，このサイズ設定を小さくし過ぎると，有限要素法では

メッシュ数の増加から剛性マトリックスのサイズを大きくし，結果的に数値計算に必要となる

計算機のメモリーと計算時間が増大する．そのため，現実的な時間で解を得ようとするには，

最適なサイズでの要素設定が必要となる．しかし，実際に数値計算を行うとメッシュの作り方

でこの「最適なサイズ」が変わってくることが知られており，通常は解析解との誤差を評価す

ることで決められている．多次元の動的なパターン形成問題では解析解が存在しない場合が多

いが，そのような場合でも十分高い精度を持つと予想される参照解を利用することで計算デー

タの評価を行うことができる．

本研究では activator-inhibitor 型の 2 変数の反応拡散方程式による２つのパターン形成問

題に対して，計算メッシュを 2種類設定し，数値シミュレーションデータと参照解の差の評価

を定量的に評価した．その結果，定常解へと向かうパラメータでのパターン形成問題では最適

メッシュサイズの評価が可能でメッシュの異方性が及ぼす影響も評価できるが，パターンが生

成され続けるパラメータでは精度の高い数値計算が難しいことを確認した．
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Parameter 双安定型 興奮型

ε 0.01 0.015

τ 0.1 0.06

d 1.0 0.4

α 0.25 0.125

γ 10.0 2

Ω [0, 1]× [0, 1] [0, 20]× [0, 20]

∆t 0.001 0.001

t [0,1] [0,2]

初期分布
√
x21 + x22 < 0.7 x1 < 10 かつ 9 < x2 < 11

表 1 数値シミュレーションに利用したパラメータ．

2 数値計算結果

2.1 反応拡散方程式の離散化とメッシュの設定

ここで，2次元領域 Ω ⊂ R2 において，空間的に急激に値の変化する領域 (内部変位層)を

持つ u と比較的緩やかに値の変化する v からなる activator-inhibitor 型の 2変数反応拡散方

程式について考える [1]．

ετ
∂u

∂t
= ε2∆u+ f(u, v) t > 0, x ∈ Ω

∂v

∂t
= d∆v + g(u, v) t > 0, x ∈ Ω

∂u

∂n
= 0 =

∂v

∂n
t > 0, x ∈ ∂Ω

with initial condition

(1)

ここで，ε > 0, τ > 0, x = (x1, x2),∆ := ∂2/∂x1
2 + ∂2/∂x2

2 は 2 次元のラプラシアンで

ある．d >> ε2 で，この方程式の解においては，変数 u における内部遷移層の厚さは微小パ

ラメータ ε > 0 を用いて o(ε) として表すことができ，τ > 0 を 小さく取ることで時間的に

振動する解を，大きくすることで定常的な解を見出すことができる [1, 2, 3]．また，反応項

f(u, v), g(u, v) は， {
f(u, v) = u(u− α)(1− u)
g(u, v) = u− γv

(2)

ここで，0 < α < 1, γ > 0．(1)の反応項において，f(u, v) = 0 = g(u, v) のヌルクラインの

交差の仕方で双安定型と興奮型が切り替わる (表 1)．

数値計算に当たり，(1) の拡散項のみ陰的 Euler 法で差分することで，t = k∆t (k =
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0, 1, 2, · · · ) と時間的に離散化された次の式が得られる．
ετ
uk − uk−1

∆t
= ε2∆uk + f(uk−1, vk−1)

vk − vk−1

∆t
= d∆vk + g(uk−1, vk−1)

(3)

ここで，uk, vk は各々 t = k∆t における (1), (2) の近似解である．(3) に試験関数 ϕ, ψ をか

け，弱形式
∫
Ω

(
ετ
uk − uk−1

∆t
ϕ+ ε2∇uk · ∇ϕ− f(uk−1, vk−1)ϕ

)
dx = 0∫

Ω

(
vk − vk−1

∆t
ψ + d∇vk · ∇ψ − g(uk−1, vk−1)ψ

)
dx = 0

(4)

を有限要素法で解くことでパターンの時間発展をたどる．数値計算においては，有限要素法数

値計算ツールである FreeFem++ [4] を用いて数値計算を行った．メッシュの形成において，

弱い異方性を持つメッシュとしては border()+buildmesh() を利用したものを，強い異方性を

持つメッシュとしては square() 命令を利用したものを用いた (図 1)．以下，前者をメッシュ

A, 後者をメッシュ Bと呼ぶ． 表 2 は評価に使ったメッシュの情報で，領域境界の各辺を n

(a) (b)

図 1 数値シミュレーションに用いた，(a)異方性の弱いメッシュ A20 と，(b)異方性の強

いメッシュ B20．

等分したメッシュを生成し，Nv は節点数，hmin は各要素の辺の長さのうち最小のものを表

す．An と Bn は節点数がほぼ同じであるが，An はメッシュサイズのばらつきを多少含んで

いる．

境界メッシュ数 n× n での数値シミュレーションにおいて，各タイムステップでの計算結果

un に対して，参照データ u0 の有限要素メッシュへの補間データを ũ とするとき，ũn は un

のメッシュから u0 のメッシュへの補間行列 IVn を用いて，

ũ = IVn ∗ un (5)

と計算できる．誤差については参照データとの差のノルムで評価し，その時間発展を調べるこ

とにする [5]． {
ERRrelative = ||ũ− u0||L2/||u0||L2

ERRmax = max|ũ− u0|
(6)
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メッシュ メッシュ生成 n Nv 　 hmin

A15 border()+buildmesh() 15 299 0.0471

A20 border()+buildmesh() 20 517 0.0354

A50 border()+buildmesh() 50 3043 0.0141

A100 border()+buildmesh() 100 12139 0.00707

A200 border()+buildmesh() 200 47834 0.00354

A400 border()+buildmesh() 400 189794 0.00177

B15 square() 15 256 0.0667

B20 square() 20 441 0.05

B50 square() 50 2601 0.02

B100 square() 100 10201 0.01

B200 square() 200 40401 0.00707

表 2 数値シミュレーションに用いたメッシュと節点数Nv,最小メッシュサイズ hmin(Ω =

[0, 1]× [0, 1]) の場合)．

ERRrelative では領域全体での平均的な差を，ERRmax では局所的な差の最大値を評価する．

筆者は，き裂進展モデルの数値シミュレーションにおいては，各変数でこのような参照解と

の差をとることで，き裂進展の違いの指標とできることを指摘している [6]．

2.2 双安定型

t = 0 t = 0.2 t = 0.4 t = 0.6 t = 0.8

図 2 メッシュ A100 を用いた双安定型反応拡散方程式の数値シミュレーション結果 uの空間分布．

最初に，定常解へと漸近していくパターン形成の数値シミュレーションについて評価を

行う．ここでは，メッシュ A200 での数値シミュレーション結果を参照データ u0 として，

A15, A20, A50, A100, B15, B20, B50, B100 での数値シミュレーション結果を評価した．

参照解との差のノルム ERRrelative と ERRmax の時間発展において同等のメッシュサイ

ズで比較すると，どちらにおいても，n = 15, 20, 50 では異方性の弱いメッシュ A の方が誤差

の小さな計算が行われていることがわかるが，n = 100 では逆転しており，また，どのメッ

シュにおいても参照解との差は十分時間が経過しても解消していないことがわかる (図 3)．全

体で 1 % 以下の差であることを数値計算の妥当性とするならば，A, B どちらのメッシュでも

n = 50 では ERRrelative < 0.01 となり，n > 50 に設定したメッシュを用いればこの問題の

– 36 –



武蔵野大学数理工学センター紀要 No.4 (2019)

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6

E
R

R
re

la
ti

v
e

t

A100
A50
A20
A15

B100
B50
B20
B15

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6

E
R

R
m

a
x

t

A100
A50
A20
A15

B100
B50
B20
B15

(a) (b)

図 3 メッシュA15, A20, A50, A100, B15, B20, B50, B100 を用いた双安定型反応拡散方程式

の数値シミュレーションにおける参照解との差のノルム (a)ERRrelative と (b)ERRmax

の時間発展．
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図 4 メッシュ A15, A20, A50, A100, B15, B20, B50, B100 を用いた双安定型の反応拡散方程

式の数値シミュレーションにおいて，数値計算に用いた有限要素メッシュの節点数に対する

ERRrelative の値．

数値計算には十分であることがわかる．また，t = 0.2, 0.4 での節点数に対する ERRrelative

を見ると，その差は小さくなっているものの，傾向は変わらない (図 4)．メッシュの異方性の

観点から見ると，異方性の強いメッシュ Bでは，節点数の少ない場合にメッシュ Aよりも計

算に必要なメッシュサイズの条件が厳しく，B20 はメッシュ数が不十分なために遷移領域で大

きな誤差が生じていることがわかる (図 5)．

2.3 興奮型 (スパイラルパターン)

次に，動的なパターンを形成する問題として，スパイラル波を発生する興奮型のパターン

の数値シミュレーションについて評価を行う．ここでは，メッシュ A400 での数値シミュレー

ション結果を参照データ u0 として，A100, A200, B100, B200 での数値シミュレーション結果を

評価した． 図 7 に見られるように，メッシュ B100 においては明らかにパターンが変形して

いることがわかり，参照解との差のノルムの時間発展 (図 8)より，メッシュ Bでは，メッシュ

A よりも計算に必要なメッシュサイズの条件が厳しいことがわかるが，接点数で評価し直す

と，t = 0.2 では 2種類のメッシュ間でほとんど差はないが，t = 1 では A200 が B200 よりも
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IsoValue
-0.156998
-0.0752752
-0.0207936
0.0336881
0.0881697
0.142651
0.197133
0.251615
0.306096
0.360578
0.415059
0.469541
0.524023
0.578504
0.632986
0.687468
0.741949
0.796431
0.850912
0.987116

u t=0.5

(a) (b)

図 5 双安定型反応拡散方程式の数値シミュレーションにおいて，(a)B20, (b)B50 メッシュ

で計算した結果の u(上)と u− u0(下)の空間分布．

t = 0 t = 0.5 t = 1 t = 1.5 t = 2

図 6 メッシュ A400 を用いた興奮型反応拡散方程式の数値シミュレーション結果 uの空間分布．

A100 A200 B100 B200

図 7 メッシュ A100, A200, B100, B200 を用いた興奮型反応拡散方程式の数値シミュレー

ション結果 uの空間分布 (t = 2)．
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図 8 メッシュ A100, A200, B100, B200 を用いた興奮型反応拡散方程式の数値シミュレー

ションにおける参照解からの差のノルム (a)ERRrelative と (b)ERRmax の時間発展．
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図 9 メッシュ A100, A200, B100, B200 を用いた興奮型の反応拡散方程式の数値シミュレー

ションにおいて，数値計算に用いた有限要素メッシュの接点数に対する ERRrelative の値．

(a) (b)

図 10 興奮型の反応拡散方程式の数値シミュレーション結果から求めた，(a) メッシュ

A100 と (b)メッシュ B100 における u− u0 の分布 (t = 1)．

僅かに良い結果を与えていることがわかる (図 9)．参照解との差 u− u0 の分布からも，B100

の結果は A100 の結果に比べ形成されたパターンのズレが大きく見えるが (図 10)，どちらも元

のパターンの幅より大きくずれているため，ノルムから差が見いだせないものと考えられる．
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3 結果と考察

パターン形成問題の数値シミュレーションにおいて，数値計算に適したメッシュサイズと

メッシュの異方性の影響を，参照解との差のノルムの時間発展を用いた定量的な評価方法を検

討した．パターンのズレに対して十分大きな幅を持つ双安定型のパターンではこのノルムで数

値計算に適した計算メッシュの設定が評価が可能であることがわかった．この場合には，ある

パラメータにおいて計算メッシュの設定の評価を行うことで，近いパラメータでの数値シミュ

レーションにおける計算メッシュ設定の指針とすることが可能となる．一方で，持続的に幅の

細いパターンが生成される興奮型の場合には，各時間ステップにおける参照解との差が大きい

ため評価が難しく，そこで生じるパターンの変形については別の方法で評価する必用があるこ

とがわかった．

また，空間的に規則性を持ち生成されたメッシュ B は，比較的生成が容易であるものの，計

算メッシュの節点数が少ない場合にメッシュの異方性が数値計算結果に影響を及ぼす場合があ

るために，異方性の弱いメッシュで計算する場合と比較して，数値計算に適したメッシュサイ

ズを小さめに取る必要があることが示された．さらに，定常解へと漸近していく問題であって

も，参照解との差は時間発展とともに大きく変化はせず残るため，計算結果の評価には注意が

必要であることもわかった．

本論文では計算領域内でメッシュサイズがほぼ均一な場合について評価を行った．有限要素

法では，予め小さなサイズのメッシュが必要な領域がわかっている場合には，該当する領域の

み小さなメッシュサイズを設定することで効率的な数値計算が可能であるが，本論文で取り

扱った動的パターンの数値シミュレーションにおいてはタイムステップごとに最適なメッシュ

配置を行うことが必要となる．このような場合にはアダプティブメッシュ法 (Adaptive Mesh

Refinement Method) が利用され，特に 3次元の数値シミュレーションにおいて剛性マトリッ

クスを肥大化させずに適切な計算機負荷での計算を行えるが [7]，メッシュ更新に対する適切

な設定が明確で無い場合が多い．本論文の方法を用いることで，アダプティブメッシュ法を用

いた数値シミュレーション結果の誤差を評価し，実計算時間と比較することでアダプティブ

メッシュ法においてどのような設定が効果的であるかを評価することで，同様な指針を見いだ

せる可能性がある．

一方で，パターン形成に関わる実験的研究に関わる研究者からは，生成されるパターンを大

きく捉え，そのパターンの種類を分類するという意見も聞かれ，数値シミュレーションにおい

てもパターンに現れる特徴的な性質を近似的に捉える「おおらかなノルム」を導入すること

で，メッシュサイズが粗くてもパターン形成の数値シミュレーション結果が現象として的確な

パターンを表しているかどうかの評価をする方法も提案されている [8]．本論文で取り扱って

いる不安定で動的なパターン形成に類する問題の数値シミュレーションの結果において，そこ

で得られる知見を保証する手段としてこのような評価方法も有効であると考えられ，本論文の

誤差評価結果と合わせて検討することで，数値シミュレーションにおける的確な指針を見いだ
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せるのではないかと期待している．
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