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競争拡散系の超離散化可能な離散化で得られた偏差分方程式系の

平衡解の安定性

Ultra-discretizable discretization of a reaction diffusion system 
modeling predator-pray and stabilities of its equilibrium 

solutions 

松家敬介1

Keisuke Matsuya 

概要

本稿では，これまでの研究で与えていた離散化の手法を用いた競争拡散系の離散化を与

え，そこで得られた偏差分方程式系の特定の領域における平衡解の安定性について議論し

たその結果，平衡解の安定性はもとの競争拡散系の平衡解の安定性ときれいに一致する

ということがわかった離散化を行うと，一般的には解の構造の一部が崩れてしまうが，平

衡解の安定性に関して定性的には変化しておらず，今回扱った偏差分方程式系は離散化と

してはよいものであると言える．

1 はじめに

著者は，これまでの研究で反応拡散系を離散化して得られる偏差分方程式とその平衡解の安

定性について調べていた［1].偏差分方程式の平衡解とその安定性は離散化する前の反応拡散

系の平衡解とその安定性と対応したものとなっていた．ここで，以下の反応拡散系：

{口 =Dふ＋fl(U,v)-gl(U,V)
at - ＝ D心v+ h(u, v) -g2(u, v) 

(1) 

を考える．ただし， u= u(t,x), v = v(t,x), t 2'.'. 0, x E配， Du,Dv > 0,△は d次元ラプラ

シアンとする．（1)の離散化として次の偏差分方程式系：

uい＝ 四国）＋砧（四国），四(vl))(uh) + 8 g1 (mp (uh), mq ( 
四(ul)

mp叫＋如 mp(uh), mq (vl)) 
叫 (vl)＋砂（心叫(vl))

vい＝
（） （（  

叫 (v{)
叫 vh＋如 u{+1, mq (vh)) 

(2) 
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が挙げられる．ただし， nE Z~o, j E Z叫P,q E Z>o, 8 > 0, ee E zdを第£成分が 1の単位

ベクトルとし，

d.  ．疋＋pe£+ ut-pe£ 
四国） ：＝と n 2 n , 

d.  • Vj+qet + vJ-qe£ 
叫 (v~) ：＝と n 2 n 

£=1 £=1 

とする．（2)は［1]で扱った反応拡散系の離散化と類似したものである．（2)が（1)の離散化に

なっていることは次のようにして確かめられる．（2)の右辺を 6=0のまわりで展開すると，

uぶ'+1= mp (u~) + () { Ji (mp (u~), mq (v Sn)) -91 (mp (u~), mq (v~)) } + 0（炉）

心＝四国） ＋ 6 ｛f2 （土ぃ叫 (v~)) -92 （土ぃ叫 (v~))}+ 0（炉）

と変形でき，ここで， pが

~=vi'.玩互団／p

を満たすとすると，

四国）一uh n ~ ul+Pek -2uぶ＋叫―pek
P=DuL  

k=l 
(p~)2 

叫 (vl)-vl q2 n ~ vl十qek-2vh + vl―qek 
6 ＝尺こ

k=l 
属）2

となることから，（2)が（1)のDv/Du= (q/p戸の場合の離散化となっていることが分かる．
著者は [1]において反応項が減算を含まない有理式同士の差であるような反応拡散系の離散

化を与え，平衡解の安定性について調べていたこのような離散化を考える利点として，離散化

で得られた偏差分方程式系にも減算が含まれないために超離散化 [3]できることが挙げられる．

超離散化して新たな偏差分方程式系が構成され，この方程式系の解がセルオートマトンとなる

ことがあり，解の挙動を容易にとらえられるようになる．これまでの研究で著者は反応拡散系

の一つである Gray-Scottモデルの離散化および超離散化とその解についての解析を行ってい

た[2]．可積分方程式に対しては，微分方程式，離散化して得られた差分方程式そして超離散化

して得られた方程式それぞれについて盛んに研究が行われている [4]．一方で非可積分な方程

式に対してはこういった研究の具体例が現状では多くはない．

先行研究によって競争拡散系：

｛塁＝Du:：: +ru(K-U-av) 
枷 82v
~ = Dv ~ + sv(l -vー珈）at -~v 8x2 

(3) 

を変数変換した方程式を超離散化した方程式の解の解析がなされている [5]．ただし，空間の次

元dはd=lとしており， r,s, k, l > 0とする．本稿では，非可積分方程式の一つでもある競

争拡散系を超離散化してえられた方程式系の解と離散化して得られた差分方程式系の解を比較

する準備として，離散化して得られた差分方程式系の解析を行う．特に，離散化して得られた差
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分方程式系の平衡解の安定性ともとの反応拡散系の平衡解の安定性とも比較する．本稿の結果

は [1]の具体例でもあり，離散化して得られた差分方程式系の平衡解の安定性はもとの反応拡

散系の平衡解の安定性と一般的にはずれてしまうが今回扱った競争拡散系を離散化して得られ

た差分方程式系の非負値の平衡解の安定性ともとの反応拡散系の非負値の平衡解の安定性と一

致することがわかった．

本稿の第 2節では競争拡散系の変数変換とその平衡解とその安定性に関する性質を紹介し，

第 3節では競争拡散系の超離散化可能な離散化である差分方程式系とその平衡解の安定性を調

べる．第 4節では得られた結果をまとめ，今後の展望について述べる．

2 競争拡散系とその平衡解の安定性

本節では (3)に変数変換を行い，その平衡解と安定性についてまとめる．超離散化した後の

解析を簡便にするために [2]で行った変数変換と同様の変数変換：

を(3)に施すと，

u = u + l, V = V + l 

｛悶＝Du:：十r(a-1) （a+K+1 -U-a0) 
枷 a2v
~ = Dv~ + s (v -1) (/3＋l+l-v-/3u) 
Ot 0x2 

が得られる．（3)の非負値解を考えることはu2:: 1, v 2:: 1を満たす解を考えることに対応する
ことに注意する．ここで， u,vをそれぞれ改めて U, V と書くことにし， k+ 1, l + 1をそれぞ
れ改めて k,lと書くことにする．したがって，次の反応拡散系：

｛塁＝D喜 r(u-1)（a+k-u-av) 
枷 82v
面＝Dvfu2+s(v-1)((3＋l-v -(3u) 

(4) 

を考える．ただし， Du,Dv, r, s, a, /3 > 0, k, l > 1とし， u= u(t,x)~ 1, V = v(t, X)~1 

を満たす解のみを考える．

(4)に対応する常微分方程式系，すなわち，空間一様解u= u(t), v = v(t)が満たす方程式

系は

｛口＝r（U-1)（a+ k -u -av) 
dt 
=i; = s (V -l) (/3 + l -V―珈）

で与えられる．この方程式系の平衡解 (u*,V*）はu*,v*の連立方程式：

{r(u* -1)（a + K-u* -av*） ＝ 0 

s (v* -l) (/3 + l -v*＿加＊） ＝ 0 

(5) 
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を解くことで，

(1, 1), (1, l), (k, 1), ( 
a+ k-a(/3＋l) (/3 + l) -/3(a+ k) 

~,~)(=:(uc,vc)) 

であることがわかる．

注意 1 (uc, vc)の平衡点は，

a+ k-a(/3＋l) (/3＋l)-/3(a+k) 
1 -a/3'l  -a/3 

~1 

を満たすときにのみ，今回考えている設定と合致するものであることに注意する．

これらの平衡解の安定性は平衡解のまわりで (5)を線形化した方程式系：

羞(~) = (r {(a+ k --:~]竺＊）1: 伍＊ー 1)}

=:A（り
s { ((3 ＋ l --Vr*a:u(3>:)1: （v* -1)}） （り

の係数を取り出した行列A=(AP.m)P.,m=l,2の固有値の実部の正負を調べることでわかる．よ

り具体的には，

tr A>  0, <let A>  0 

であれば固有値の実部がすべて負，すなわち，平衡解は線形安定となり，

(trA) < 0または (detA)< 0 

であれば固有値の実部が正のものが少なくとも 1つある，すなわち，平衡解は不安定となる．実

際に 4つの平衡解に対して調べると，以下の通りとなる．

• (1,1)：不安定

• (1, l): 

a+ k-1-al< 0のとき線形安定

a+ k-1-al> 0のとき不安定

• (k, 1): 

(3＋l-1-(3k<Oのとき線形安定

(3＋l-1-(3k>Oのとき不安定

• (uc, vc): 

(3 ＜ 
l -l 1 
くーのとき線形安定

k-1 a 
l l -l 
ーく くのとき不安定
a k -1 

(3 

もとの反応拡散系 (4)に戻ってみると，平衡解 (u*,V*)が線形安定であったとしても拡散項

の影響で不安定化することがあり，この現象はTuring不安定化と呼ばれる．以下の手続きを行
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えばTuring不安定化の有無がわかる．平衡解 (u*,V*）のまわりで (4)を線形化した方程式系

に対して，

(u,v) = (c1exp(w註＋iti,x),c2 exp (w,,,t + iti,x)) 

という形の解を考えると，

w,,, (~~) = (A11 ~2~uti,2 A22 ~11計~2) (~~)=:A(~~) 
が得られる． w代はAの固有値であり，んに対応する空間的振動を表し， Wんの実部の符号を調

べることで Turing不安定化の有無がわかる．（5)の平衡解であって線形安定であり得るもの

は，（1,l), (k, 1), (uc, vc)であったこれらの平衡解に対して対応する Aの固有値w,,,の実部
の符号を調べるとどの平衡解に対しても Turing不安定化が起こらないことがわかる．

3 競争拡散系の離散化とその平衡解の安定性

本節では (4)の離散化を与え，その平衡解の安定性について議論する．（1）から (2)を構成し

たように (4)を離散化すると

uい＝

V n+l ＝ 

mp（叫）＋祈{(1 +a+ k)mp (ul) + amq (vl)} 
四国）

四（品）＋8r[｛四（品）｝2+ amp (ul) mq (v~) + a + k ］ 
叫 (v~) ＋ 8s{(l+/3 ＋l)mq (v~) +/3uい｝

叫 (v~) + 8r[｛四 (v~)}2 +/3U~+l叫 (v~) +/3 ＋ l ］ 
叫 (v~)

となる．ただし，（4) と同じように uぶ， v~ ~ l (vn, j)となる解に注目することにする．

(6) 

(6)に対応する常差分方程式系，すなわち， 空間一様解叫＝Un,V~= ％が満たす方程式

系は
Un+ 8r {(1 + O'. + k)un + O'.Vn} 

Un+l =叫
叫＋ぷ｛叫）2+叫 Vn+ O'. + k} 

Vn + 8s { (1 + /3十l)vn+ /3叫＋1}
Vn+ l = ~ Vn 
Vn + 8r { (vn戸＋f3un+lVn + /3十l}

(7) 

で与えられる．この方程式系の平衡解(u*,V*）はu*,v*の連立方程式：

u* + 8r {(1 +a+ k)u* + av*} * 
u =u 

u＊十ふ{(u*)2 + au*v*十a+k}

v* + 8s {(1 + f3十l)v*+ f3u*} 
v* = v* 

v*十ふ{(v＊げ＋珈＊v＊十/3+ l} 

を解くことで，

(1, 1), (1, l), (k, 1), ( 
a+ k -a(/3十l)(/3十l)-f3(a+k)

~,~)(=(uc,vc)) 
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があることがわかり，（5)の場合と対応していることも確認できる．

注意 2 (5)の場合と異なる点もあり，平衡解としてここに挙げたものの他に

(0, 0), (0, 1), (0,{3 ＋l), (1,0), (a+k,O) 

もある．（4)では u,v~ lを満たすものを考えていたので，今回はこれらの平衡解につい

ては考えないことにする． また，（6)の初期条件に対して叫，vl~ l（刃）を仮定すると
吟 v{~ l (vn, j)が成り立つことからもこのことは正当化できる．

平衡解のまわりで (7)を線形化した方程式系は，

如＋1= （1+8:＊｛：06r+{k(U+＊）：二ごご〗k]) 如
- a8r(u* -1) u* 

Vn+l = -

加
u＊十ふ{(u*)2 + au*v*十a+k}

郎s(v* -1) v* 
叫＋1

v＊十心{(v*)＋知＊v*+{3 ＋ l} 

+ (1+6s{（9+l +1)-（2v* ＋珈＊）｝v*
v＊十心{(v*）2＋知＊v＊＋ {3 ＋ l})加

の右辺の係数行列を (Btm) とすると，
£,m=l,2 

(~::~) = (iJだi21 B12l3乞1~B22) (~:) =: B (~:) 

であり，行列 B= (Btm)£,m=l,2の固有値の絶対値と 1の大小を比較することで平衡解の安定

性がわかる．より具体的には，

detB < 1, 1土trB + detB > 0 

であれば固有値の絶対値がすべて 1より小さく，すなわち，平衡解は線形安定となり，

detB < 1または 1+ tr B + <let B > 0または 1-tr B + <let B > 0 

であれば固有値の絶対値が 1より大きいものが少なくとも 1つある，すなわち，平衡解は不安

定となる．

注意 3 detB=B11B22となっていることに注意する．

実際に 4つの平衡点に対して調べてみる．
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• (1, 1): 

このとき，

B = (1+1 0;Ka—+1; + 1) 1+ 1+88;>f3—+li+1))

であり，固有値は対角成分となる． k,l > 1, 8,r,s,a,/3 ＞ 0よりこれらの固有値はどち

らも 1より大きいことがわかり，（1,1)は不安定である．

• (1, l): 

このとき，

B= (1+1+8；言＋Kい。口~1}
＊ 1-~〗十一嘉[+1) ）

であり，固有値は対角成分となる．（2,2)成分は， l> lとその他のパラメータの非負値

性より， 0と1の間にある．（1,1)成分は，パラメータの非負値性より，

a+ k-l -al< 0 

を満たせば， 0と1の間にあり，

a+ k-1-al> 0 

を満たせば， 1以上となることがわかる．以上から，

a+ k-l -al< 0のとき線形安定

a+ k-l -al> 0のとき不安定

である．

• (k, 1): 

このとき，

B~(l-~)(~+ 1) ＼

）

 
｝
 
ー

)
）
＋
 

l

k

 
B
l
 

＋
 

＋
 

ー
い
王
国

k

+

l

+

 

(

a

+

K

 

（

（

 

r
 
6

げ
｛s
 

S
S
u
 

a
ふ

＋
 

+

6

 ー

k
 
＋
 
ー

であり，固有値は対角成分となる．（1,1)成分は， k> lとその他のパラメータの非負値

性より， 0と1の間にある．（2,2)成分は，パラメータの非負値性より，

/3＋l -l -{3k < 0 

を満たせば， 0と1の間にあり，

/3＋l -l -{3k > 0 



－ 17 －

競争拡散系の超離散化可能な離散化で得られた偏差分方程式系の平衡解の安定性（松家）

を満たせば， 1以上となることがわかる．以上から，

/3＋l -1 -{3k < 0のとき線形安定

/3 + l -1 -{3k > 0のとき不安定
である．

• (uc, vc): 

このとき，

B = （1-uc 十三□十―-a[〗：uc+ 1) 1 _ -uc +8:［口a_-V1[〗e:c + 1)) 
_ vc + 6s(vc +Buc) （vc + 1) vc + 6s(vc +Buc) （vc + 1) 

であり， UC,Ve> 1およびパラメータの非負値性より，B11およびB22はどちらも 0と
1の間にあり，

1 -<let B = 1 -B11B四＞〇

が従うまた，B12B21も正なので， trB> 0であり，

1 + tr B + det B > 0 

が従う．さらに，

1 -tr B + det B = (1一尻） （1- 恥）—恥尻
砂 s(uc -1) (vc -1) ucvc(l -o:/3) 

{uc + i5r (uc + ave) (uc + 1)} {vc + 8s (vc + f3uc) (vc + 1)} 

であるから， UC,Ve> 1およびパラメータの非負値性より， 1-af3の符号で安定性が

わかる．実際に，

すなわち，

ならば線形安定であり，

すなわち，

ならば不安定である．

uc, vc > 1, 1 -0:/3 > 0 

l -1 1 
Bく く一
k-l -a 

uc, vc > 1, 1 -a/3 < 0 

l l -l 
-< 
a k -1 

く (3

以上から，もとの微分方程式系 (5)の平衡解とその安定性と一致していることがわかった．

(6)に戻って， 微分方程式系の場合と同じように，線形安定な平衡解(u*,V*）が拡散の効果

の影響で不安定化するかを確認する．平衡解(u*,V*）のまわりで (6)を線形化した方程式系に

対して，

(u~, v~) = (c1（入K,texp (it,,j), c2（入氏）nexp (it,,j)) 
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という形の解を考えると

入k(：：) ＝ (:::::::> Z;: :::[:z;)（：;)＝ B (：;） 
が得られる．入氏は Bの固有値であり，その絶対値が 1より大きいものがあれば，平衡解

(u*, V*)が(7)において線形安定であっても不安定化することを意味している．（7)の平衡解で

あって線形安定であり得るものは，（1,l), (k, 1), (uc, vc)であった．これらの平衡解に対して

対応する Bの固有値入代の絶対値をそれぞれ調べて見せる．

• (l,l) 

このとき，（l,l)は線形安定であるから a+k-1-al< 0であり，

B ( [1 + 1 +68:+K 1>a1十了¾] cos (1<p) 
＊ 

＼

）

 ヽ~
q
 

k
 
（
 
s
 ゚
c
 

―

―

 ヽ`＇’／ー＋
 

l

l

 

o
u川―+
 
信

ー（
 
s
 

S

u

s

 

s
u
 
＋
 

ー
ー

―

―

 

であるから，固有値は対角成分であり,|cos（K,p)I, I cos (K,q) I < 1であるからやはり固

有値の絶対値は 1より小さいままである．したがって，この平衡解は Turing不安定化

しないことがわかる．

• (k, 1) 

このとき，（k,l)は線形安定であるから a+k-l -al< 0であり，

B([l-~)(hii l cos (i<p) 

゜

a8r(k -l)k 

_ K+6r(a+K)（K+ 1) 
cos (K,q) 

[1+-~/3—+]k: l}］ cos(kq)） 
であるから，固有値は対角成分であり,|cos（団P)I, I cos (K,q) I < 1であるからやはり固

有値の絶対値は 1より小さいままである．したがって，この平衡解は Turing不安定化

しないことがわかる．

• (uc, vc) 

このとき，（uc,vc)は線形安定であり,|cos(/'i,P)I, I cos (/'i,q)I < 1であるから，

1 -<let B = l -<let B cos (K,p) cos（四） ＞〇
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競争拡散系の超離散化可能な離散化で得られた偏差分方程式系の平衡解の安定性（松家）

である．また，B11およびB22はどちらも0と1の間にあり，B12B21> oより，

1 + tr B + det B = { 1＋尻cos(K,p) } { 1 +知cos(K,q)}＋恥尻cos(K,q) 

> (1-尻）｛1＋厖cos(K,q)} + f3叫 cos(K,q) 
=1-恥＋｛（1-尻）恥＋恥釦｝cos(K,q) 

> 1 -B11 -{ (1 -B11) B22 + i3 1 -B11) B22 + B12厖｝
= 1 -tr B + det B > 0 

であり，

1 -tr B + det B = { 1ー尻cos(K,p)} { 1 -B22 cos (K,q)} —恥釦 cos(K,q) 

> (1-尻） ｛1-転 cos(K,q)} -B12尻 cos(K,q) 
= 1 -B11 -{ (1 -B11)転＋恥尻｝cos(K,q) 
>1- 恥—{(1 -B11) B22 + i3 1 -B11) B22 + B12枷｝
= 1 -tr B + det B > 0 

となるので，やはりこの平衡解も Turing不安定化しないことがわかる．

以上から，拡散の効果が入ってもやはり (4)と同じく Turing不安定化が起こらないことがわ

かった

4 まとめ

本稿では，［1］で提示された離散化の手法を用いた競争拡散系の離散化を与え，そこで得られ

た偏差分方程式系の特定の領域における平衡解の安定性について議論した．その結果，平衡解

の安定性はもとの競争拡散系の平衡解の安定性ときれいに一致するということがわかった．離

散化を行うと，一般的には解の構造の一部が崩れてしまうが，平衡解の安定性に関して定性的

には変化しておらず，今回扱った偏差分方程式系は離散化としてはよいものであると言える．

今後は [5]の結果と比較しながら離散化して得られた方程式系の解と超離散化して得られた

方程式系の解の比較も行い，連続系，離散系そして超離散系の関係について明らかにしていき

たい．
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